LOI NOI PAU

Dao dong 1a mot hién twong pho bién trong tu nhién va trong ky thuat. Cac may
moc, cac phuong tién giao thdng van tai, cac toa nha cao tang, nhiing chiéc cau bac
qua cac dong sdng, chiéc dong hd deo tay ma ching ta thuong hay su dung... d6 1a céc
hé dao dong trong k¥ thuat. Ban than mdi ngudi chiing ta ciing l1a mot hé dao dong ma
co 18 it nguoi da biét.

Vay dao dong la gi? Mét cach so lugc, dao dong la mot qua trinh trong dé6 mot
dai lugng vat ly (hoa hoc, sinh hoc,...) thay doi theo thoi gian ma c6 mét dac diém nao
d6 13p lai it nhat mot 1an. Dao dong ky thuat 1 dao dong cua céc hé ki thuat (cac may
maoc, cac phuong tién giao théng van tai,...).

Cac kién thic vé Iy thuyét dao dong ngay nay tré thanh mot bo phan khong thé
thiéu dugc trong tong thé céac kién thac can phai trang bi cho ngudi ki su co khi, xay
dung, ty dong hod, ...Nham dap ang yéu cau can thiét d6 mon hoc Dao dong ky thuat
da dugc dua vao chuong trinh giang day cho sinh vién truong Pai hoc Su pham Ky
thuat Nam Dinh, noi dung mén hoc gom hai phan: Dao dong tuyén tinh cua hé hitu
han bac tu do va Dao dong tuyén tinh caa hé vo han bac tu do trong tong sé 4 chuong
cua chuong trinh mén hoc.

Tap bai giang duoc Viét trén co sé chuong trinh mon hoc Dao dong Ky thuat.
Nguoi bién soan da ¢ ging trinh bay nhiing van dé co ban cia Dao dong k¥ thuat
theo quan diém hién dai, dam bao tinh su pham va yéu cau chat luong cua mot bai
giang giang day dai hoc. Nhitng kién thic trinh bay trong bai giang nay l1a nhitng kién
thire t6i thiéu, can thiét dé sinh vién cd thé hoc cac mon hoc tiép theo ciia cac nganh
Cong nghé han, Cong nghé O t6, Cong nghé ché tao may... Cac Vi du trong bai giang
gom hai loai: Cac Vi du cang c6 kién thirc va cac Vi du ap dung giai mot sé mo hinh
dao dong trong k¥ thuat.

Tap bai giang duoc bién soan lan dau nén chac chin con nhiéu thiéu sét. Ching
t6i rat mong nhan duoc sy gop Y cia cac dong nghiép va cac em sinh vién dé co diéu
kién sira chira, hoan thién hon tap bai giang nham phuc vu tét hon cho cong tac giang
day va hoc tap. Cac y kién dong gop xin guri vé dia chi: B mon Ky thuat co so, Khoa
co khi, Truong Pai hoc Su pham k¥ thuat Nam Dinh.

Nhom tac gia bién soan
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Chuong 1
MO TA PONG HQC CAC QUA TRINH DAO PONG

Céc qua trinh dao dong thudng 14 cac qua trinh thay doi da dang theo thoi gian.
Trong tinh toan hoac trong do dac cac qua trinh dao dong nguoi ta thuong phan thanh
dao ddng tuan hoan va dao dong khdng tuan hoan. Mot dang dic biét caa cac dao dong
tuan hoan 13 dao dong diéu hoa. Trong chuong nay ta s& trinh bay mét s tinh chat
dong hoc va céch biéu dién cic dao dong tuan hoan va khong tuan hoan. Phan dong
hoc cac qua trinh dao dong ngau nhién s& duoc trinh bay ¢ gido trinh khac.

1.1 DAO PONG PIEU HOA
1.1.1 Biéu dién thuc dao ddng diéu hoa
Dao dong diéu hoa dugc mo ta vé phuong dién dong hoc bai hé thuc
y(t) = Asin (ot + o) = Asini(t) (1.2)

Dao dong diéu hoa con duoc goi 1a dao dong hinh sin. Pai lugng A khong giam
tong quat lubn co thé gia thiét 1a s6 duong va dugc goi 1a bién do dao dong. Nhu thé
bién d6 dao dong la gia tri tuyét ddi caa do léch Ion nhat cua dai lugng dao dong y(t)
SO V&i gia tri trung binh cua no (hinh 1.1). Pai luong P(t) = wt + a duoc goi la géc
pha, hay mot cach van tat 1a pha dao dong. Goc a duoc goi 1 pha ban dau.

_2rn
=3

y ()8

o
[ t

Hinh 1.1 Dao ddng diéu hoa
Pai luong w duoc goi 1a tn s6 vong cua dao dong diéu hoa, don vi cua w 1a
rad/s hodc s™. Vi ham sin ¢6 chu ky 27 nén dao dong diéu hoa co chu ky
72" (1.2)
Q)

Diéu d6 duoc xac dinh béi bién doi sau:
y(t+ T) = Asin [oo (t + 2:“) + oc] = Asin(wt + o + 2m)
= Asin(wt + a) = y(t)
Nhu thé chu ky dao dong la khoang thoi gian nho nhat can thiét dé dai luong
dao dong tro lai vi tri ban dau.



Pailugng f= (1.3)

1
?
duoc goi 12 tin s6 dao dong. Pon vi cua tan sb f 1a s™ hoic Hz (Hertz). Nhu thé,
tan sb 1a s6 1an dao dong thuc hién trong mot gidy. Giira tan sé dao dong f va tan sb
vong w ¢6 mdi quan hé sau
w = 2nf (1.4)

Tir cong thuc (1.1) ta thay: mot dao dong diéu hoa dugc xac dinh khi biét ba dai
luong A, w va a. Mat khac, mot dao dong diéu hoa ciing dugc xac dinh duy nhat khi
biét tan s6 vong w va cac diéu kién dau. Gia su cac diéu kién dau c6 dang

t=0 ; y(0) = Yo ; y(0) = ¥o
Khi doé tir phuong trinh (1.1) ta co

yo = Asina ; Vo = wAcosa

Tu do suy ra
A=.|y+ % (1.5)
o= arctg% (1.6)

Viéc biéu dién pha ban dau a dudi dang (1.6) c6 nhugc diém Ia trong khoang tir
0 dén 2m pha ban dau a khong duge xac dinh mot cach duy nhat. Vi vay dé xac dinh
a, ta can chi y dén ca hé thic
a= arcsinyA—O 1.7

Nguoi ta ciing hay biéu dién dao dong diéu hoa (1.1) dudi dang sau

y(t) = C;coswt + C,sinwt (1.8)
So séanh biéu thirc (1.8) véi biéu thic (1.1) ta ¢ cac hé thirc

C; = Asinaq; C, = Acosa (1.9)
Tu do suy ra

A=,/C}+C3 o= arctgg—1 = arcsini\—1 (1.10)

2

Céc hing s6 C; va C, ciing c6 thé xac dinh duoc tir cac diéu kién dau

Ci=yo ; C= %

)

1.1.2 Biéu dién phirc dao dong diéu hoa
Mot cach biéu dién c6 hinh anh dao dong diéu hoa 1a biéu dién bang véc to
phtrc. Ham diéu hoa y(t) c6 thé xem nhu 1 phan 40 caa véc to phirc Z quay véi van toc
g6c w trong mat phang sé (hinh 1.2)
Z = Ae' = A%l = Apl! (1.11)



y(®) = Im(z(t)) (1.12)

Dai luong A = Ael® dugc goi 1a bién d6 phirc. Nhu thé bién d6 phic A biéu
dién vi tri cua véc to phuc Z tai thoi diém t = 0. Véc to phuc Z con dugc goi 1a véc to
quay.
iy | iy |

y=Im(z)

ot+a

Hinh 1.2 Biéu dién phizc dao déng diéu hod

Nho cong thic Euler

el = cos@ + ising
Taco
y(t) = Im(Z(t)) = A Im(e'®"®)) = Asin(wt + «)

Tri tuyét ddi cua véc to phirc |Z| bang bién d6 cua dao dong diéu hoa. Viéc biéu
dién dao dong diéu hoad bang véc to phuc quay trong mat phang sé goi la anh véc to
phtic ciia dao dong diéu hoa.
1.1.3 Téng hop hai dao dong diéu hoa ciing phwong va cing tan sé

Cho 2 dao ddng diéu hoa cung phuong va cung tan sb

vy, (t) = Ay sin(wt + ay) ; y,(t) = A,sinfwt + a,)
Tong cua hai dao dong diéu hoa trén duoc xac dinh bai hé thire
y(t) = A; sin(wt + o) + Aysinifot + ay)
Str dung dinh Iy cong ddi véi ham sin ta cé
y(t) = A; sin wt cosay + A coswtsina; + A,sinwtcosa, + A,coswtsina,
= (A;cosay + A,cosa,)sinwt + (A;sina; + A,sina,)coswt
Néu ta dua vao cac ky hiéu
Acosa = Ajcosay + Aycosay,
Asina = A;sinay + Ajsina;
thi biéu thirc trén cé dang
y(t) = Asinwtcosa + Acoswtsina = Asin(wt + ) (1.13)

Nhu thé tong hop hai dao dong diéu hoa cung phuong va cung tan sé 1a dao
dong diéu hod véi tan sb 1a tin sb cua cac dao dong diéu hoa thanh phan, bién d6 A va
gdc pha ban dau a dugc xac dinh boi cac hé thirc sau



A = /(A cosa; + Ajycosay)? + (Agsina; + A,sinag)? (1.14)

= \/A% + A2 + 2A; A cosifoy, — ay)

A;sina, +A,sina,
A, cosa, +A,cosa,

o = arctg (1.15)

hoac
A sino, +A,sina,
A
Néu st dung céch biéu dién phtc dao dong diéu hoa, thi hai dao dong diéu hoa
thanh phan cé dang

21 — Alei(u)t+0(1) : 22 — Azei(wt+0(2)

o = arcsin

(1.16)

Tur d6 dao dong tong hop c6 dang

Z=7;+7Z, = (Aje!™ + A,el®2)el®t = (A; + A,)e!®t = Ael®t (1.17)

Trong do A=A, +A, (1.18)

Cong thire (1.18) duoc biéu dién trén mat phang sé nhu hinh 1.3. Str dung céng
thire Euler, tir (1.17) ta s& tim duoc cac cong thic xac dinh bién d6 va pha ban dau caa
dao dong tong hop nhu cac cong thire (1.14) va (1.15)

Khi cac pha ban dau a; = a, = 0 thitaco

A=A+ A

Hai dao dong diéu hoa y,(t) va y,(t) c6 cing
phuong, cung tan sé va cung bién d6 duoc goi 1a céc
dao dong dong bo. Mac dul rang cac bién do A; va A,
cua ching c6 thé biéu dién cac dai luong vat ly khac
nhau. Thi du nhu yy(t) biéu dién lyc thay d6i diéu hoa,
yo(t) biéu dién bién dang dan héi do luc d6 giy ra.
Ching tao nén mot qué trinh dién bién dong bo.
1.2 DAO PONG TUAN HOAN
1.2.1 Cac tham sb dong hoc cira dao ddng tuan hoan

Mot ham sb y(t) dugc goi 13 ham tuan hoan, néu ton tai mot hang sé6 T > 0, sao
cho véi moi t ta co hé thac

y(t+T)=y() (2.1)

Mot qué trinh dao dong dwogc mé ta vé mat dong hoc boi mot ham tuan hoan
y(t) duoc goi 12 dao dong tuan hoan. Hing sé T nho nhat dé cho hé thic (2.1) duoc
thoa man goi 1a chu ky dao dong. Hinh v& 1.5 biéu dién mot qua trinh dién bién theo
thoi gian caa mot dao dong tuan hoan.

Cha y rang néu ham sé y(t) ¢6 chu ky T thi ham sé u(t) = y(at) c6 chu ky la T/a.

Hinh 1.3 Téng hep hai dao
déng diéu hod



Thuc vay
u (t + g) =y [a (t + g)] =y(at+ T) = y(at) = u(t)

Y

' 4
o

Hinh 1.4 Dao déng tuan hoan
DPai lugng nghich dao cuaa chu ky dao dong
f=2 (2.2)

duoc goi 1a tan s6 dao dong. Nhu thé tin s6 dao dong f 1a s6 dao dong thuc hién
trong mot don vi thoi gian. Néu chu ky dao dong T tinh bang gidy (s) thi tan sé dao
dong f tinh bang s™ hodc Hz (Hertz). Trong ky thuét nguoi ta hay s dung khéi niém
tan s6 vong w

w = 2nf (2.3)

Khéi niém tan s vong w duoc dung nhiéu nén doi khi ngudi ta hay goi tat n6 1a
tan s6 dao dong. Can cha y dén cach goi tat nay dé khoi nham 13n voi khai niém tan s6
dao dong f. Thar nguyén cua w la rad/s hoac 1/s.

Bién do A cta dao dong tuan hoan y(t) dugc dinh nghia boi hé thirc sau

A= %[max y(t) — miny(t)] (2.4)

Déi v6i dao dong tuan hoan, ngoai cac tham sé dong hoc dic trung nhu chu ky,
tan s, bién d6 nguoi ta con st dung cac tham sé gia tri trung binh theo thoi gian caa
ham y(t) trong mot chu ky. Ba loai gié tri trung binh hay dugc sir dung la gié tri trung
binh tuyén tinh

Yo == [y(t)dt (2.5)

gia tri trung binh hiéu dung



(2.6)

Ve == | IvC0]et 2.7)

Trong céc cong thac (2.5), (2.6) va (2.7) khoang lay tich phan [-T/2, T/2] c6
thé thay bang khoang [t,, to + T].
1.2.2 Téng hep hai dao dong diéu hoa c6 cing phwong khac tin sé véi ty 18 giira
hai tan so6 1a s6 hiru ty

Cho hai dao dong diéu hoa thanh phan

y1 (1) = Ay sin(wyt + @) ; y, (1) = A,sinfw,t + o)

Voi
@ _L_Py (p.g=123...) (2.8)
o, T, q

Tong cua hai dao dong diéu hoa trén duoc xac dinh bai ham
y(t) = y1(t) + y,(t) = Ay sin(wt + ap) + Ay sin(w,t + ay) (2.9)

Chu ky ciia dao dong thanh phan y;(t) 1a T; = 2m/w;, ciia dao dong thanh phan

yo(t) 1a T, = 2m/w,. Tir cong thic (2.8) ta suy ra chu ky cua dao dong tong hop y(t) 1a
T=pT,=qT, (2.10)

Vay tong hop hai dao dong diéu hoa cing phuong khac tan sé véi ty 1€ gitta hai
tan s6 1a s6 hitu ty w;: w, = p:q 1a mot dao dong tuan hoan chu ky T = pTy = qTo.
Néu p/q 12 phan sé tdi gian thi T 1a boi s6 chung nho nhat cua Ty va To.

Hinh 1.5 1a do thi dao dong tong hop cua hai dao dong diéu hoa voi Ai:A, =
2.1, w:wy, =2:3,00 =0,a, =1/3

Hinh 1.5 Bé thi dao déng tong hop cia hai dao déng diéu hoa



Néu str dung cac véc to phirc ta c6 thé viét mot cach hinh thirc nhu sau

Z=17 +7Z, = |Z,|eV1 + |Z,|e!V2 = |Z]e!V (2.11)
Trong do

Zi = A1 5 122l =4y 5 Y =wit+oy ;5 Uy =wt+a
Tt hinh v& 1.6 ta c6 thé xac dinh duoc modun |Z| va argument s cta s6 phic Z

Z| = 1z11? + 12,12 — 21z ||z, | cos[rt — (Y — Py)] (2.12)

= \/A§ + A% + 2A,A;cos[(w; — wy)]

. |zi|siny, +|z,|siny,
y(t)=arcsin —
( ) ‘Z‘

(2.13)

C Agsin(wit+ ag) + Aysin(w,t + ay)
= arcsin

|z
Bay gio ta xét mot truong hop riéng quan trong. Do 1a truong hop o, - @, Nho
va bién d6 cac dao dong diéu hoa thanh phan bing nhau A; = A, = A. Chua y dén hé
thtrc lwong giac 2cos?a = 1 + cos2a, tir cong thic (2.12) ta suy ra

1Z| = AJZ{l + cos[(w, — w )t + a, — oy ]}

= 24A|cos[(w; — wt+ ay — oy ]/2] (2.14)
1Y
_‘ - 4’;

A Zy
; A\ le- vl

/ ‘et

/ /‘\ \ ,.\-’/"AV" \’-“t (Y =1
7 A
/" 4/. - /_// /.
,,’ -/i- o, ita.=

;o | 2

X
Hinh 1.6 Tong hop hai dao dong diéu hoa

+ - Y
azﬁcosa p ta cO thé bién

Chu y dén hé thirc lugng giac sino +sinp = 2sin

d6i biéu thic (2.13) vé dang don gian hon

2sin [(002 + 001); +a; + 0‘1] oS [(002 — 001)5 + o, — 0‘1]

2¢0S [(002 — 001); + oy — 0‘1]

P(t) = arcsin

10



= %[((1)1 + (Dz)t + (08) + (Xl] (215)
Pé viét cho gon ta dua vao ky hiéu

[(0,— ) t+0,—ay |

a(t)=2Acos ; (2.16)
Chu y dén (2.14), (2.15), (2.16) tir cdng thirc (2.11) ta suy ra
y(t) = Im(2)
o Acos [((02 —o)t+a, _aljsin [(032 +o)t+a, +(x1]
2 2
t
—a(t)sin (e “”1);% +ay 2.17)

Vay khi w; kha gan w, va bién d6 A; = A,, dao dong tong hop (2.17) 1a dao
dong hinh sin véi tan sé vong o = (w; + w,)/2 va bién do dao dong a(t) 1a ham thay
d6i cham theo thoi gian. Tan sb vong cua bién d6 a(t) 1a (w; — w,)/2. Qua trinh dao
dong nhu thé dugc goi 14 hién twong phach. Hinh 1.7 14 mot thi du minh hoa vé dao
d6ng tong hop cua hai dao dong diéu hoa tan sé kha gan nhau.

Hinh 1.7 Dao déng téng hop ciia hai dao déng diéu hoa tan so kha gan nhau
1.2.3 Phan tich Fourier cac ham tuan hoan
Trong thuc té ta it gap cac dao dong diéu hoa thuan tuy ma thuong hay gap céc
dao dong phic tap biéu dién bang ham tuan hoan. Mot ham tuan hoan chu ky T = %”
vGi mot s6 gia thiét ma trong thyc té lubn chap nhan duoc ¢ thé phan tich thanh chudi
Fourier

y(t)=a, +§:(akcoska)t+bksinka)t) (2.18)
k=1

Trong d6 ag , a , by duoc goi 12 cac hé s Fourier va duge xac dinh bai cac cong
thirc

11



1T
T£
)T
j t)sinket dt  k=12,.... (2.19)
0

T

j t)coskat dt  k=12,...

Chudi Fourier (2.18) c6 thé viét dui dang chuan cua dao dong

y(t)=a0+iAK sin(kat +a, ) (2.20)
k=1
V6i A =&+, o, =arctg % (2.21)

Kk

Viéc phan tich mét ham tuan hoan thanh chudi Fourier duoc goi 1a phan tich
diéu hoa. Hang sb a, dwoc goi 1a gid tri trung binh cua dao dong, sé hang A;sinwt +
;) dugc goi 1a dao dong co ban, sé hang A sinifkwt + «y) duoc goi 1a dao dong bac
k-1 (v6i k> 1) hay goi 1a cac diéu hoa.

Néu mét chudi Fourier hoi tu déu thi nd s& hoi tu dén gia tri cia ham y(t). Doi
vé6i chudi Fourier hoi tu déu thi ta co thé tich phan, vi phan tiing sé hang cua chudi.
Chu y rang mot chudi Fourier ndo d6 hoi ty, nhung chudi cac dao ham céc thanh phan
cta no cd thé khdng hoi tu.

Thi di 1.1: Phan tich Fourier ham riang cua nhu hinh 1.8. Biét rang gia tri cua
ham & c4c vi tri nhay bang khang.

v

N

o7

T

\
\

Hinh 1.8 Ham rang cua
Loi giai: Trong khoang 0 <t < T ham rang cua tuan theo quy luat

2t
y(® =h (—1 + ?)
Vay y(t) 13 ham 1&, y(-t) = -y(t). Do d6 cac hé sb Fourier a, = 0. Theo c6ng thic
(2.19) taco

12



T
b _2h [( 1_|_2t> _ ant]dt_ 2h
k= p 1) ~ " kn
0

Tur d6 suy ra chudi Fourier cua ham ring cua c6 dang

2hx~1  2kmt
y(t) = -/, sin

k=1
Theo tiéu chuan hoi tu Abel chudi trén hoi tu.
Ta xét cac tong bo phan caa chudi trén
2h~—1  2kmt
ya (D) = P
k=1

Trén hinh 1.9b 13 @ thi cua duong cong ya(t) (n = 1, 2, 3) caa chudi trong nira
chu ky. Khi n cang tang thi y,(t) cang gan gidng y(t).

Trong khi nhiéu bai toan thuc té ham y(t) thuong cho dudi dang d6 thi hoic
bang sb. Khi d6 dé xac dinh céc hé s Fourier ao, ax, by ta khdng thé st dung cac céng
thire tich phan (2.19). Dé phan tich diéu hoa gan dung, nguoi tat hay chudi Fourier
(2.18) caa ham y(t) bing mot da thuc lwgng giac

n
y,(t) =ay + 2 (akcos
k=1

+b
kSN —

2kt 2kt
i ) (2.22)

Hinh 1.9 D6 thi dirong cong V(1)
Pé xac dinh cac hé sé Fourier ao, a, by nguoi ta chia khoang tich phan (0, T)
thanh m phan bang nhau (m > 2n+1) va xéac dinh gia tri cia ham y(t) tai cac diém t;
iT

i (i=1,2,...,m) (2.23)
m
Céc cong thuc (2.19) duoc thay bai cong thic sau
1 m
ag=—>y(t) (2.24)
mia
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1.2.4 Biéu dién cac ham tuan hoan trong mién tan sé

Ta chon hé toa d6 vudng goc, truc hoanh biéu dién tan sé w (hoic tan sé f), truc
tung biéu dién d6 I6n cac bién do A cta cac diéu hod. Viéc biéu dién cac bién do A,
g véi tan sé w, = kw cua diéu hoa tht k trong chudi Fourier caa ham tuan hoan y(t)
trong mit phang (w, A) goi 1a biéu didn ham tuan hoan y(t) trong mién tan sé. Tap hop
cac bién do Ay trong khai trién Fourier (2.20) caa ham tuan hoan y(t) duoc goi la phd
caa ham tuan hoan y(t). Trén hinh 1.10 biéu dién phd ciia ham ring cua trong thi dy 1.1.

Viéc cho biét cac bién do Ay cua cac diéu hoa chua di cac thong tin vé ham
y(t), boi vi ta chua biét duoc cac pha ban dau cua cac diéu hoa d6. Tuy nhién tir biéu
d6 bién do - tan sb ta cling c6 thé giai quyét duoc kha nhiéu van dé cua bai toan dao
dong can nghién ctu. Tir két qua do dao dong, cac may phan tich tan s don gian ciing
c6 thé xac dinh dugc bién do cua dao dong co ban va cac dao dong bac cao. Viéc xéac
dinh cac pha ban dau doi hoi cac thiét bi do twong ddi phuc tap.

Dao fioag cb ban
A

g 4. 5. Dao fioég baé cao
5 6.

1. 2. 3
2. 3. 4. Baé niea hoag

N o

®;, 20, 30,40, S0, 60,

Hinh 1.10 Phé cia ham ring cura

Néu mudn biéu dién day du cac thdng tin vé mot ham tuan hoan trong miéu tan
s6, ta sir dung hai biéu d6, mot dé vé cac hé sé Fourier a,, mot dé vé cac hé sb by. Khi
d6 bién d6 va pha ban dau cua cac diéu hoa s& dugc xac dinh boi cong thuc (2.21)
1.2.5 Biéu dién ddng thoi hai dai lwong dao dong diéu hoa theo hai phwong vudng
goc véi nhau

a. Hai dao déng diéu hoa c6 cung tan sé

Gia st cho hai dao dong diéu hoa ciing tan sb thuc hién chuyén dong dong thoi
theo hai phuong vuong goc voi nhau

x(t) = Asin(wt + ay) ; y(t) = Bsin(wt + o) (2.25)
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Tir hai phuong trinh (2.25) khir bién thoi gian t di ta s& co phuong trinh quy
dao. Trudc hét ta viét lai phuong trinh (2.25) dudi dang sau

= Sinmtcoso, + sin o,cosmt (2.26)

= sinmtcosa., + sin a,cosmt (2.27)

W< >|x

Nhén hai phuong trinh (2.26) v6i —cosa,, phuong trinh (2.27) véi cosa;  roi
cong lai ta duoc

—%COS a, +%cos oy = cosotsin (o, — o) (2.28)
Nhén phuong trinh (2.26) véi sina,, phuong trinh (2.27) véi —sina, réi cong vé
Vi vé
X . y . .
—=sino, —=sino, = sinotsin (o, —o, ) (2.29)
A B
Binh phuong hai vé cua cac phuong trinh (2.28), (2.29) rdi cong lai ta duoc
phuong trinh
2 2
X2y Xy .,
FJF?_ZKECOS(% — 0y ) =sin” (o, —ay) (2.30)

Phuong trinh (2.30) 1a phuong trinh duong cong bac hai véi X, y theo (2.27) ¢o
gia tri gioi noi. Vay (2.30) la phuong trinh ctia duong elip. Dang cua elip nay phu
thudc vao cac bién d6 dao dong diéu hoa A, B va vao hiéu cac goc pha Ao = o, — a.
Ta xét mot s6 trudng hop dic biét sau day

1. Truong hop Aa = a; — a; = 0. Phuong trinh (2.30) c6 dang

X ? B
(__Xj =0 o y=,x (2.31)

Phuong trinh elip suy bién thanh phwong trinh duong thang. Quy dao 1a mot
doan thang (—A < x < A,—B <y < B).
2. Truong hop Aa = a, — oy = . Phuong trinh (2.30) c6 dang
i
Z+21 =0 - y=——X (2.32)
A B A
Phuong trinh elip suy bién thanh phuong trinh duong thang. Quy dao la mot
doan thang (—A < x < A,—B <y < B).

3. Truong hop Aa = a, — oy = 1/2 hodc 3 /2. Phuong trinh (2.30) c6 dang

2 2

X
F+§ -1 (2.33)
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Phuong trinh nay chting té qui dao chuyén dong 1a mot elip lay Ox, Oy 1am truc
va ¢6 hai ban truc la A va B.

Y / \Y
/ X \X

AoL=T

- ™
N Y NS

Ao =T1/2 Ao =3m/2
Hinh 1.11 Chiéu chuyén dong ciia diém anh P(x,y) trén quy dao
Chu ¥y dén phuong trinh (2.25) ta xac dinh dwgc chiéu chuyén dong cua diém
anh P(x,y) trén qui dao (hinh 1.11). Chang han khi Aa = a, — a; = 7/2 diém anh P
chuyén dong trén quy dao theo chiéu kim dong ho, khi Aa = a, — oy = 3m/2 diém
anh P chuyén dong trén quy dao theo chiéu nguoc chiéu kim dong ho.

Ao=0

Bay gio chuyén sang xét trudng hop bién do cua cac dai lugng dao dong co dod

I6n nhu nhau A = B. Bang phép bién d6i cac truc chinh cua elip, ta s& duoc két qua la

c4c truc chinh s& nghiéng mot goc B = 45° ddi vai cac truc toa do. Dang cua elip bay

gio chi phu thugc vao hiéu hai goc pha Aa = a; — ;. Tu phuong trinh (2.30) ta suy ra
X% +y? — 2xycos(a, — o, ) = A®sin®(a,, —ay)

Ky hiéu a, b 1a c&c ban tryc cua elip. Nguoi ta ching minh duoc

|Ao| = 2arctgg (2.34)

Trén hinh 1.12 1a mot vai dudng cong qui dao cia diém anh véi cac Aa =
a, — ay khac nhau.

4 o—ou=0 4

Lo b=0 A

<

o—ou=1tm/2

b=a

o —ou=1tm/4
b/a=0,4142 A

a
b

I
l
A X

a)

N

JAX

e

)

o2 —o1=1t3n/4 y oL—Ool==Tm
b/a=2,4142 A a=0
3 l
|
\—)A X A X
d) e)

Hinh 1.12 M4t s¢ dwong cong quy dao Ciia diém dnh
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b. Hai dao dpng diéu hoa khac tan sé véi ty |é gidra hai tan sé 1a sé hiru typ
Cho hai dao ddng diéu hoa thuc hién chuyén dong doc theo hai truc toa do
vudng goc véi nhau c6 dang

x(t) = Asin(wt + o) ; y(t) = Bsin(w,t + o) (2.35)
VOi
w; T, p
—=—=—%1 (p,g=123,....)
w, T; q

Trong trudng hop nay qui dao 12 nhitng dudng cong phiic tap ndi tiép trong mot
hinh chir nhat canh la 2A va 2B va duoc goi 1a cac duwong cong Lissajou. Hinh dang
cua chling phu thudc vao ty sé w; /w, va hiéu sé cua cac pha Aa = a, — ay. Trén hinh
1.13 1a duong cong Lissajou khi wy: w, = 2:3vaAa =a, —a; = 0.

Hinh 1.13 Buong cong Lissajou khi wq:w, = 2:3vaAa=a, —a; =0
Nguoi ta chimg minh duoc rang ty s6 w;/w, bang ty sé6 cuc dai cac mdi cua
duong Lissajou doc theo cac truyc Ox va Oy. Trén hinh 1.14 1a d6 thi cac duong
Lissajou véi Aa = 0, T, /T, lan luot 12 1/2, 2/3 va 3/4.
Dua vao hinh dang cac dudng Lissajou ta c6 thé xac dinh duoc chu ky cia mot
dao dong thanh phan khi biét chu ky dao dong cua thanh phan kia. Cac duong cong
Lissajou duoc str dung nhiéu trong k§y thuat do dao dong.

/ \ | \ \,
/ \ XY A \
Y \ \/ N 157
\ J /5 [ X |
,/ / \ \| / \\ ]
’ / \ \l X \ / \\ v
. - ;,.{/’ e | —i \/\-\ ] R },‘\.‘ e ‘\ i,
2 \ / L / X / J
4 N/ X
\ // \ / \ /\
/ /\/\ \‘ I\" </ \\ Y
!/ N\ / \l AN /
Vv \
\\ ' N \ AR o N \j
\_\ ’ ___// ~ /A: [\ o //l e & e
e T N '
T, 1 T, 2 T, 3
T, 2 T, 3 T, 4



Hinh 1.14 d6 thj cdc dwong Lissajou
1.2.6 Biéu dién dao ddng tuin hoan trén mit phing pha
Gia st y(t) la mot dai luwong dao

dong. Khi d6 dao ham cua y(t) theo thoi y ;

gian, ky hiéu 12 y(t), ciing 1a mot dai luong ~———T—ou.__ U .

daf’ dc}rlg. Ta c0 thé xem y(t), y(t) la cach N

biéu dién dang tham s6 cua ham y(y). Ta

chon hé truc toa d6 vubng goéc vai truc _
hoanh 12 y, truc tung 12 y. b thi cia ham 0 I y

y(y) trong hé toa d6 vudng goc d6 duoc

goi 1a quy dao pha hay duong cong pha. Hinh 1.15 Piém anh trén quy dao pha
Mit phang (y, y) duoc goi la mat phang

pha. Trong mit phang pha, dao dong dugc mo ta bai su di chuyén caa diém anh P(y,
y). Biéu dién trén mat phang pha ta khong thay duoc qua trinh tién trién caa dao dong
theo thoi gian. Pé khic phuc nhugc diém nay, ngudi ta gan vao vi tri caa cac diém anh
trén quy dao pha mot théng tin phu vé thai gian (hinh 1.15).

Piém anh P(y, y) cho biét gia tri tac thoi cua dai lugng dao dong y va dao ham
ctia no theo thoi gian y ¢ thoi diém t. Uu diém cua su biéu dién dao dong trén mat
phang pha la tir dang hinh hoc ciia quy dao pha ta c6 thé rit ra nhitng két luan quan
trong vé tinh chét cua dai luong dao dong. Néu dai luong dao dong la tuan hoan thi
quy dao pha la duong cong kin.

Truong hop don gian cua dao dong tuan hoan 1a dao dong diéu hod. Tir phuong
trinh dao dong diéu hoa

y = Asin(wt + a)
y = wAcos(wt + a)

Y
()]
y A
+wnA
A '\/ +A -A A
-0A
a) by A

Hinh 1.16 Cac quy dao pha Ciia dao déng diéu hoa
Khir t ta duoc phuong trinh quy dao pha dao dong diéu hoa
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Phuong trinh (2.36) biéu dién trén mat phang pha mot elip véi cac ban truc 1a A
va wA (hinh 1.16a). Néu chon ty xich trén céc truc hoanh va truc tung mét cach thich
hop thi quy dao pha ciia dao dong diéu hoa 1a duong tron (hinh 1.16b).

Pbi véi mot sé qua trinh dao dong tuan hoan ta rat khé biéu dién phuong trinh
quy dao pha y = f(y) dudi dang giai tich. Trong truong hop d6 ta phai vé quy dao pha
bang cach tinh cac tri s6 y(t) va y(t) véik = 0, 1, 2,....n. Ngay nay voi su phét trién
cua tin hoc viéc vé cac quy dao pha kha thuan tién va don gian.

Pé 1am thi dy ta v& quy dao pha dao dong ring cua trong thi du 1.1 véi cac gan
dingn=1,2,3. Tuthidu 1.1taco

2hx~1  2kmt , 4h~—  2kmt

yn(t)=—? Sin—— 5 WO =-- ) cos—
k=1 k=1

Tur d6 ta v€ dugc cac quy dao pha vain =1, 2, 3 nhu trén hinh 1.17. Véin=1

ta c6 quy dao pha dao dong diéu hoa. Véin = 2 van = 3 ta c6 quy dao pha dao dong

tuan hoan.

Chu y rang & nira trén caa mat phang pha do y > 0 nén ham y ting. Céac diém
anh chuyén dong trén quy dao pha tir trai sang phai. O naa dugi mat phang pha do
y < 0 nén cac diém anh chuyén dong tir phai qua trai.

Néu biét dugc phuong trinh quy dao pha y = f(y) thi ta tinh duoc ham ngugc
gitatvay

y

dy dy
dt St=t +f— (2.37)
)
Yo
Pbi voi cac dao dong tuan hoan, ta ¢ thé tim duoc chu ky dao dong T bang
cach tich phan theo hé thirc (2.37) trén toan bo quy dao pha kin. Poi véi dao dong diéu

hoa thi tir phuwong trinh (2.36) ta c6

Y = wy/A? —y?
Do do6 ta tinh duoc chu ky dao dong theo hinh 1.16
A

2 Ly 2T
= —arcsin>—| =—

fd
Tzzf—y 2
J o fAZ-y? w ®

19



= 0.8 -
K om A
_.-"/7 \ '»»__\‘- ’ e :‘( .\.‘ ..".
g i \ _:_,-\-_;.f;"’f"’*:.:. e ,"/ \"\. ‘
/ /\'I,/’ /// \‘\: ' : o ;,‘i ‘ \
. / \ |1 v N \ |
[ Il' | \ "' ll|I || |
. f | Y | .t _ ]
f ' 4 ]
4| | 08\ 04 04 ) 08 | 1 ym
/ ' |
| \ / f
|\ N 04 ] / [ |
| \ \\\ P / |
\ —t== n=1 ’v' "
\ 'l” ,I
\ / 'r
\
\ 0.8 /
\ /
.__\. ,/
\ /
N /s
N\ e
\‘\ 19
& . /
~ 1 n=2
/
\ /
'\\ 16 /
\ /
\_\ /
\ =3 /
. Y
2.0

Hinh 1.17 Cac quy dao pha cua dao dong mé ta boi ham rang cua

1.3 DAO PONG KHONG TUAN HOAN
1.3.1 Tong hop hai dao dong diéu hoa cung phwong khac tin sb véi ty 1¢ giira hai
tan s6 12 s6 vo ty

Trong phan trén ta da thay tong hop hai dao dong diéu hoa cing phuong khac
tan sb véi ty 1¢ gitra hai tan s6 1a s6 hitu ty w;: w, = p: q 1a dao dong tuan hoan chu ky
T = pT; = qT,. Bay gio ta xét bai toan

y(t) =y, (t) + y,(t) = Ay sin(w;t + o) + A, sin(w,t + ay) (3.1

Trong do ty s6 w;: w, 1a mot s6 vo ty. Dao dong tong hop y(t) khdng phai la
dao dong tuan hoan vi boi s6 chung nho nhat cua T; = 2m/w;, va T, = 21/w, khdng
t6n tai. Tuy nhién ta cd thé biéu dién
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