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óm tắt. o bà báo ày, chú tô th ết lập sự hộ tụ đầy đủ cho max mum của dãy
tổ ê và luật m h số lớ cho dãy các b ế ẫu h ê m-phụ thuộc đô một vớ
đ ều k ệ khả tích đều theo hĩa Cesà o. Các kết quả ày mở ộ một kết quả đã b ết
t o [1] về sự hộ tụ đầy đủ và luật m h số lớ cho các b ế ẫu h ê độc lập đô
một.

ừ k óa: Kỳ vọ , sự ội tụ đầy đủ, maximum của tổ riê , luật mạ số lớ , k ả tíc
đều, Ces r .

1. G Ớ ỆU
ý giới ạ ói u g và uật số ớ ói riê g ó g vai trò qua

trọ g tro g ý t uyết x suất và t ố g kê. Luật số ớ ó iều ứ g dụ g tro g
t ố g kê, ki tế, y ọ và gà k oa ọ t ự g iệm k . í vì t ế
việ g iê ứu về uật số ớ ó ý g ĩa to ớ về mặt ý t uyết ẫ t ự tiễ .

K i iệm về sự ội tụ ầy ủ o một dãy biế gẫu iê ã ượ
giới t iệu bởi Hsu và Robbi s [6]. Sự ội tụ ầy ủ o maximum ủa dãy tổ g
riê g suy ra sự ội tụ ầy ủ o tổ g riê g, từ ó ảm bảo o uật mạ số ớ
Ko mogorov xảy ra. Bài to sự ội tụ ầy ủ o maximum ủa dãy tổ g riê g
ã t u út sự qua tâm ủa iều t giả ư Baum a d Katz [2], Gut [5], e ,

Hu, Liu a d Vo odi [3], Bai, e và Su g [ ]. Đặ biệt, Bai, e và Su g [ ]
ã g iê ứu bài to về sự ội tụ ầy ủ o maximum ủa dãy tổ g riê g và
uật mạ số ớ o biế gẫu iê ộ ập ôi một. Tuy iê bài to
tươ g tự o m-p ụ t uộ ôi một o ế ay vẫ ưa ượ g iê ứu.

Mụ í ú g tôi à t iết ập sự ội tụ ầy ủ o maximum ủa dãy tổ g
riê g và uật mạ số ớ o biế gẫu iê m-p ụ t uộ ôi một. Từ ó
rút ra một số ệ quả qua trọ g, tổ g qu t kết quả ã biết trướ ây về uật
mạ số ớ o dãy biế gẫu iê .

Để dể t eo dõi, xi giới t iệu một số kí iệu, g ĩa ượ sử dụ g tro g
bài b o ày. o , ,P à k ô g gia x suất ầy ủ, ( )� à - ại số

Bore trê � .
Á xạ : �X ượ gọi à biế gẫu iê ếu X à xạ | ( )�

o ượ , g ĩa à với mọi ( )�B , ( )X B , tro g ó
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( ) :X B X B .

Dãy biế gẫu iê : X ượ gọi à ộ ập (tươ g ứ g, ộ

ập ôi một) ếu ọ : X à ộ ập (tươ g ứ g, ộ ập ôi một),

tro g ó X à - ại số si bởi X .

o m à số guyê k ô g âm ố . Một ọ biế gẫu iê
, ...,X X ượ gọi à m-p ụ t uộ ôi một ếu  m oặ  m và

X , jX ộ ập k i j m . Một dãy biế gẫu iê : X ượ gọi

à m-p ụ t uộ ôi một ếu X , jX ộ ập k i j m .

Một dãy biế gẫu iê : X ượ gọi à k ả tí ều t eo

g ĩa esàro ếu với mọi 0  , tồ tại ằ g số x x sao o với mọi 

ta ó:






 kk X x
k

E X I .

ú ý rằ g, ếu biế gẫu iê : X ù g p â p ối với

 E X t ì : X à k ả tí ều t eo g ĩa esàro.

Ngoài ra, og kí iệu o ogarit ơ số 2, C 0   C à một ằ g số và

k ô g ất t iết giố g au tro g mỗi ầ xuất iệ .

2. CÁC KẾ QUẢ C ÍN
Trướ tiê ú g tôi ắ ại một số bổ ề qua trọ g, iê qua ế dãy

biế gẫu iê m-p ụ t uộ ôi một ã ượ ưa ra bởi T a [7].
Bổ đề 2.1 o , ...,X X à biế gẫu iê m-p ụ t uộ ôi một, kỳ vọ g

bằ g 0. K i ó
2

2E(X ).
 

    
 
 E X m

Tiếp t eo à bất ẳ g t ứ ự ại o dãy biế gẫu iê m-p ụ t uộ
ôi một.
Bổ đề 2.2 o , ...,X X à biế gẫu iê m-p ụ t uộ ôi một, kỳ

vọ g bằ g 0. K i ó
2

2 2 2max og2 E(X ).
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Từ bổ ề trê , ú g tôi ứ g mi bài to về sự ội tụ ầy ủ o
maximum ủa dãy tổ g riê g và uật mạ số ớ o dãy biế gẫu iê
m-p ụ t uộ ôi một t ỏa mã iều kiệ k ả tí ều t eo g ĩa esàro ư sau.
ịnh lý 2.1 o : X à dãy biế gẫu iê m-p ụ t uộ ôi một

t ỏa mã iều kiệ k ả tí ều t eo g ĩa esàro và
p

p

E( X )



  với 2 p ào ó.

K i ó

max ( EX ) .


  

 
   

 
 

k

k
P X

Chứ m h.
Với mọi 0  , tồ tại ằ g số x x sao o với mọi  ta ó

4






kk X x

k
E X I . (2. )

Ta ó gi

max ( EX )

max ( E(X ))
4

3max ( E(X )) : .
4
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Với I, p dụ g bất ẳ g t ứ Markov và Bổ ề 2.2 ta ó
2

3

2 2 2
3

2 2 2
3

2
2

max ( E(X ))

og2 ( E(X ))

og2 ( )

og2 .
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X x X xk

X x X x

X x

I C E X I I

C m E X I I

C m E X I

C

Với II, với mỗi , ...,k , p dụ g (2. ) ta ó



4

( E(X )) + E( X )

+
4

( ) ( )
4

2( ) .
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X x X x X x X x

X x

X x X x X x

X x X x

X I I X I I

X I

X I E X I E X I

X I E X I

Suy ra
2max ( E(X )) ( ) .
4


    
 

  
k

X x X x X x X xk
X I I X I E X I

Do ó với | | , ,..., X xY X I ta ó

3max ( E(X ))
4
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ê ta ó

2
3 ( ) ( )

( )

E( X )
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Từ ây ta ó kết uậ ủa ý trê .
Tro g Đ ý 2. , k i 0m , dãy : X trở t à dãy ộ ập ôi một.

K i ó ta ó ệ quả dưới ây.
ệ quả 2.1 o : X à dãy biế gẫu iê ộ ập ôi một t ỏa

mã iều kiệ k ả tí ều t eo g ĩa esàro và
( )

<





p

p

E X
với 2 p ào ó.

K i ó

max ( EX ) .
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Đặ biệt, uật mạ Ko mogorov xảy ra, tứ à,

EX 0

 X . . . k i .

Hệ quả ày í à Đ ý . tro g Bai, e và Su g [ ]. Nói k
Đ ý . à trườ g ợp riê g ủa Đ ý 2. ói trê .

ú ý rằ g, ếu dãy : X ù g p â p ối với E|X |  t ì : X à

k ả tí ều t eo g ĩa esàro t ì ta ó ệ quả sau.
ệ quả 2.2 o : X à dãy biế gẫu iê ộ ập ôi một, ù g

p â p ối sao o E|X |  . K i ó

max EX .
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Đặ biệt, uật mạ Ko mogorov xảy ra, tứ à,

EX

 X . . . k i .
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3. KẾ LUẬN
Trê ây ú g tôi ã ưa ra một kết quả mới về sự ội tụ ầy ủ o

maximum ủa dãy tổ g riê g biế gẫu iê m - p ụ t uộ ôi một và uật
mạ số ớ o dãy biế gẫu iê m - p ụ t uộ ôi một. Hơ ữa ú g
tôi ũ g p t biểu ý trê o ai trườ g ợp ặ biệt à ộ ập ôi một,
k ả tí ều t eo g ĩa esàro và ộ ập ôi một, ù g p â p ối.
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COMPLE E CONVERGENCE FOR EQUENCE OF PA RW EM-
DEPENDEN RANDOMVAR ABLE

Abstract. I th s pape , we establ sh the complete co ve e ce fo max mum pa t al
sums a d st o law of la e umbe s fo seque ces of pa w se m-depe de t a dom
va ables w th u fo mly te able the se se of Cesà o. Ou esult exte ds a esult

[1] of the complete co ve e ce fo max mum pa t al sums a d st o law of la e
umbe s fo seque ces of pa w se depe de t a dom va ables.

Key w rds: Expectati , c mplete c ver e ce, maximum partial sums, str law f lar e
umbers, u if rmly i te rable, Ces r .


