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LOINOI PAU

Tap bai giang Xéac suat va Thong ké danh cho sinh vién hé dai hoc chuyén nganh Dién tu-
Vién thong, Cong nghé thong tin va An toan théng tin dugc bién soan lai trén co s¢ gido trinh
X&c suét va Thong ké caa cling tAc gia xuat ban nam 2009, nham dép tmg yéu cau dao tao theo
hinh thirc tin chi va phi hgp vé6i dé cuong chi tiét mon hoc do Hoc vién Cong nghé Buu Chinh
Vién Thong ban hanh nim 2012 theo hinh thirc dao tao tin chi.

Noi dung ctia cudn sach ciing dugc hoan thién tir cac bai giang trong nhidu nim cua tac gia
theo dinh hudng g dung trong cic nganh ky thuat. Chinh vi thé, tap bai giang nay cé thé ding
lam tai liéu hoc tap, tai liéu tham khao cho sinh vién cua cac truong dai hoc va cao dang khéi k§
thuat.

Gi4o trinh gém 5 chuong twong wng véi 2 tin chi:

Chwong 1: Cac khai niém co ban vé xac suat.

Chwong 2: Bién ngiu nhién va cic dic trung cia ching.

Chuwong 3: Véc to ngau nhién va cac dic trung cua ching.

Chwong 4: Ly thuyét mau

Chwong 5: Ly thuyét wdc luong va kiém dinh gia thiét thong ke.

Diéu kién tién quyét cho mdn hoc xac suat va thong ké 1a mon dai sb va giai tich 1, giai
tich 2 trong chuong trinh toén dai cuong.

Gio trinh dugc viét cho ddi tuong 14 sinh vién cac truong dai hoc khdi ky thuat, vi vay tac
gia cung cdp nhiéu vi du minh hoa tuwong tmg véi timg phan 1y thuyét va c6 nhiéu vi du tng
dung vao linh vic chuyén nganh Dién tir Vién thong va Cong nghé thong tin. Ngoai ra tac gia
ciing c6 ¥ thuc trinh bay thich hop di v6i ngudi tw hoc. Trude khi nghién ciru cac ndi dung chi
tiét, ngudi doc nén xem phan gigi thiéu cua mdi chuong dé thiy duoc muc dich y nghia, yéu cau
chinh caa chwong d6. Trong moéi chuong, mdi ndi dung, ngudi doc ¢ thé ty doc va hiéu duoc
cin k& théng qua cach dién dat va chi dan r6 rang. Dic biét ban doc nén chl y dén cac nhan xét,
binh luan dé hiéu sau hon hoic mo rong tong quat hon céc két qua va huéng tng dung vao thuc
té. Hau hét cac bai todn duoc xay dung theo luoc do: dat bai toan, ching minh sy ton tai 101 giai
bang 1y thuyét va cudi cling néu thuat toan giai quyét bai toan nay. Trong mdi ndi dung tac gia
luén c6 y thirc cung cap nhiéu vi du dé minh hoa truc tiép khai niém, dinh Iy hoic cac thuat
toan, Vi vay sé giup ngudi doc dé dang hon khi tiép thu bai hoc. Sau mdi chuong c6 cac cau hoi
luyén tap va bai tap. C6 khoang tir 30 dén 40 bai tap cho mdi chwong, twong ng véi 8 -10 cAu
hoi cho mdi tiét 1y thuyét. Hé thong cdu hoi ndy bao tram toan bo ndi dung vira duge hoc. Co
nhitng cau kiém tra truc tiép cac kién thirc vira duwoc hoc nhung ciing ¢6 nhitng cau doi hoi hoc
vién phai van dung mot cach tong hop va sang tao cac kién thirc dé giai quyét. Vi vay viéc giai
céc bai tap ndy gilp hoc vién nim chic hon ly thuyét va ty kiém tra dugc muc do tiép thu ly
thuyét ciia minh.

Vi thoi lugng tmg véi 2 tin chi cia mon hoc giang vién kho c¢6 du thoi gian dé trinh bay
hét cac noi dung cuia tap bai giang ¢ trén I6p. Vi vay tac gia danh dau (*) cho cac ndi dung danh
cho sinh vién tu hoc.
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Mic du tac gia da rat c6 gang, song do yéu cau cap bach can co tai liéu phuc vu viée giang
day va hoc tap ctiia Hoc vién theo hinh thirc tin chi, thoi gian bién soan bi han hep vi vay cac
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Chuwongl: Cic khdi nigm co bin vé xdc sudt

CHUONG I: CAC KHAI NIEM CO BAN VE XAC SUAT

Céc hién tuong trong ty nhién hay x& hoi xay ra mot cach ngau nhién (khdéng biét trude két
qua) hodc tat dinh (biét trudc két qua sé xdy ra). Ching han mot vat ning dugc tha tir trén cao
chic chén s& roi xudng dét, trong didu kién binh thudng nude s6i ¢ 100°C ... Do 14 nhitng hién
tuong dién ra c6 tinh quy luat, tat nhién. Tréi lai khi tung dong xu ta khong biét mat sap hay mat
ngira s& xudt hién. Ta khong thé biét truée co bao nhiéu cudc goi dén tong dai, co bao nhiéu
khach hang dén diém phuc vu trong khoang thoi gian nao d6. Ta khong thé xac dinh trudc chi sé
chirng khoan trén thi truong ching khoan ¢ mot thoi diém khép 1énh trong twong lai... D6 1a
nhirng hién twong ngau nhién. Tuy nhién, néu tién hanh quan sat kha nhiéu lan mot hién tugng
ngau nhién trong nhitng hoan canh nhu nhau, thi trong nhiéu truong hop ta ¢ thé rat ra nhirng
két luan co tinh quy ludt vé& nhitng hién twong ndy. Ly thuyét xéc suat nghién ciru cac qui luat
ctia cac hién tugng ngau nhién. Viéc ndm bat cac quy luat ndy s& cho phép du bao cac hién
tuong Ngau nhién d6 sé xay ra nhu thé ndo. Chinh vi vay cac phuong phap cua ly thuyét xac suat
duoc tmg dung rong réi trong viéc giai quyét cac bai todn thuc nhiéu linh vyc khac nhau cua
khoa hoc ty nhién, k§ thuat va kinh té-xa hoi.

Chuong nay trinh bay mot cach c6 hé thong cac khai niém va cac két qua chinh vé Iy
thuyét xac suat
1.1 PHEP THU VA BIEN CO
1.1.1 Phép thir

Trong thyc té ta thuong gip nhiéu thi nghiém, quan sat ma cac két qua ctia n6 khong thé
du bao trudc duoc. Ta goi ching 1a cac phép thir ngdu nhién.

Phép thir ngdu nhién thudng duge ky hiéu boi chir C . Tuy khong biét két qua s& xay ra
nhu thé nao, nhung trong nhiéu truong hop ta co thé liét ké duoc hodc biéu dién tat ca cac két
qua cua phép thir C.

Chiang han, voi phép thir gieo con xtic xic (6 mit), tuy khong biét két qua s& xay ra nhu
thé nao, nhung ta cé thé liét ké dugc hoic biéu dién tat ca cac két qua ciia phép thir nay; d6 1a su
xuit hién mat c6 s6 chim 1,2,3,4,5,6 . Ta xem céc két qua ndy la cac bién ¢é so cip.

Tap hop tat ca cac bién ¢ so cap ctia phép thir duge goi 1a khdng gian méu, ky hiéu Q.
Khong gian mau ciia phép thir gieo con xuc xic 13 Q = {1, 2,3,4,5, 6}.

Vidu1.1:

= Phép thir tung dong xu c6 hai kha ning xay ra 1a mat sip, ky hiéu S, hodc mit ngira,
ky hiéu N. Tagoi S, N la cac bién c¢b so cip. Khong gian miu cua phép thir [a Q= {S, N}.

= Phép thir tung dong thoi 2 dong xu co khong gian mau 1a

Q={(5,5),(S,N),(N,S),(N,N)}.

ChU y ring ban chat ctia cac bién ¢d so cap khong co vai trd dic biét gi trong Iy thuyét xac
suit. Chang han c6 thé ma hoa céc két qua va xem khdng gian mau ctia phép thir tung dong xu 1a
Q= {0, 1}, trong d6 0 12 bién ¢ so cdp chi mit sp xuét hién va 1 dé chi mit ngira xuét hién.



Chuwongl: Cdc khdi ni¢m co bin vé xdc suit

1.1.2 Bién ¢b
Vai phép thir C ta c6 thé xét cac bién cb (con goi 1a su kién) ma viéc xay ra hay khong
Xay ra hoan toan duoc xac dinh boi két qua cia C . Cac bién c¢b ngiu nhién duoc ky hidu bang
c4c chir in hoa A, B, C, ... Mdi két qua @ (bién cd so cap) ciia phép thir C duoc goi 1a két qua
thuan loi cho bién ¢ A néu A Xay ra khi két qua ciia phép thir C 13 w .
Vi du 1.2: Néu goi A 12 bién cb “sé cham xuét hién 12 chin” trong phép thir gieo xuc xic & vi
du 1.1 thi A c6 cac két qua thuén loi 1a cAC mit c6 2, 4, 6 cham, vi bién c6 A xuét hién
khi két qua cua phép thir 14 mat 2 chim, 4 chdm hodc 6 chdm. Mt 1 chdm, 3 chdm, 5
chim khong phai 1a két qua thun loi d6i voi A.
Tung hai dong xu, bién ¢ xuét hién mot mat sip mot mit ngira (xin am duong) c6 cac két
qua thuanlgila (S,N); (N,S).
Nhén xét 1.1:
1. C6 thé xem mdi bién ¢ A 1a mot tap con ciia khong gian miu Q c6 cac phan tir 1a cac
két qua thuan loi d6i voi A.
2. MGi bién ¢ chi c6 thé xay ra khi mot phép thir duoce thuc hién, nghia 1 gén véi khong
gian mau nao do.
C06 hai bién cb ddc biét sau:
e Bién cé chic chdn 1a bién cb ludn luon xay ra khi thyc hién phép thir. Khong gian mau
Q la mdt bién ¢ chéc chan.
e Bién cé khong thé 1a bién ¢6 nhat dinh khong xay ra khi thyc hién phép thir. Bién cb
khéng thé duoc ky hidu &.
Tung Mot con xtic xdc, bién cb xudt hién mit c6 s6 chim nhé hon hay bang 6 14 bién chéc
chin, bién cb xudt hién mit c6 7 chim 14 bién ¢ khong thé.
1.1.3 Quan hé giira cac bién cb
MGt cach tuong ing v6i cdc phép toan cua tap hop, trong 1y thuyét xac sudt nguoi ta xét
cac quan hé sau ddy cho cac bién ¢ trong cung mét phép thit.
A) Quan hé bién ¢6 dbi
V&i mdi bién cd A, ludn ludn cé bién cb goi 1a bién cb ddi cia A, ky hiéu A va duoc xac
dinh nhu sau: Bién ¢6 A xay ra khi va chi khi bién ¢ ddi A khong xay ra.
Vi du 1.3: Bin mot phat dan vao bia. Goi A 1a bién ¢ “ban trung bia”.
Bién c6 dbi cua A la Z; “ban trugt bia”.
B) Tong ciia hai bién ¢
Tong cua hai bién cd A, B 13 bién cb dugc ky hiéu AU B.
Bién c6 tong AU B Xay ra khi va chi khi c6 it nhit A hoic B xayra.
Tong ciia mot dy cac bién cb {A;, Ay,..., A, } labiéncd A UA, U...UA, hoic LnM . Bién cb
i-1

tong xay ra khi cd it nhdt mgt trong cic bién c6 A xdy ra, voi i=1,...,n.
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Chuwongl: Cic khdi nigm co bin vé xdc sudt

Vi du 1.4: Mot mang dién gdm hai bong dén mac ndi tiép. Goi A 1a bién c6 “bong dén thir nhét
bi chay”, Ay 1a bién cd “bong dén thir hai bi chay”. Goi A Ia bién ¢ “mang mét dién”.
Ta thay rang mang bi mét dién khi it nhdt mot trong hai bong bi chay. Vay A=A U A,.

C) Tich ciia hai bién c6

Tich cta hai bién c6 A, B 13 bién c6 dugc ky hiéu ANB .

Bién c6 tich AN B xay ra khi ca hai bién c6 A, B dong thoi cung xay ra.

Tich ciia mot dy cac bién cb {A, Ay,..., A } labiéncd A N A, M. A, hoic ﬁA . Bién ¢

i=1

tich Xay ra khi tdt cd cdc bién c6 A dong théi cing Xdy ra, véimoi i =1,...,n.

Vi du 1.5: Mot mang dién gdm hai bong dén méc song song. Goi A; 1a bién cd “bong dén tha
nhit bi chdy”, Ay 1a bién c6 “bong den thir hai bi chay”.

Goi A 1a bién cb “mang mat dién”.
Ta thay rang mang bi mét dién khi ca hai bong bi chay. Vay A=A NA;.

Vi du 1.6: Hai xa thi A va B mdi ngudi ban mot vién dan vao bia. Goi A 1a bién ¢ “A bén
tring bia”, B 1a bién ¢6 “B ban tring bia”. Khi d6 AUB 1 bién ¢ “cé it nhat mot
nguoi ban tring bia” va AN B 12 bién ¢ “ca hai ngudi clng ban tring bia”.

D) Bién ¢6 xung khic
Hai bién ¢6 A, B goi la xung khic néu hai bién ¢ ndy khong thé dong thoi cling Xay ra.
Noi cach khéc bién ¢ tich A~ B 12 bién ¢b khong thé, nghiala ANB=0.

D6i khi ngudi ta con ky hiéu tong ciia hai bién cd xung khic A va B [a A+B.

Vi du 1.7: Mot binh ¢6 3 loai cau: cau mau tring, mau d6 v mau xanh. Liy ngau nhién 1 cau tir
binh. Goi A, Az, A, lan luot 1a bién cd qua cau rit duoc 13 cau tring, d6, xanh. Céac
bién cb nay xung khic timg d6i mot, vi mdi qua cau chi c6 1 mau.

E) Hé diy di cac bién cb
Day cac bién cd {A,Ay,..., A,} duge goi 1a mot h¢ day du cac bién cd néu thoa man hai

diéu kién sau:

(i) Xung khic tirmg d6i mot, nghia 12 A NA; =D véi moi i#];i=1..,n; j=1..,n
(i) Tong cua chung 1a bién cb chic chic, nghiala A UA, U...UA =Q.
Dic biét véi moi bién ¢d A, hé hai bién cb {A, K} 1a he diy du.

Vi du 1.8: Mot nha may c6 ba phan xudng san xuat ra cling mot loai san pham. Gia st raing mdi
san phim cua nha may chi do mot trong ba phan xudng ndy san xuat. Chon ngau nhién
Mot san pham, goi Aj, Ay, Ag lan luot 14 bién cb san pham duoc chon do phan xudng thir

nhat, thir hai, th( ba san xuét. Khi d6 h¢ ba bién cb { A, Ay, Ag} 1a he day du.

Heé ba bién cd {A, Az, A} trong vi du 1.7 ciing 1a ddy du.
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F) Tinh ddc 1ap cia cac bién ¢b
’ Hai bién ¢ A va B dugc goi 1a doc lap véi nhau néu viée xay ra hay khong xay ra bién
cb nay khong anh hudng t6i viéc xay ra hay khong xdy ra bién cd kia.
Tong quat hon, cac bién cd A, Ay,..., A, dugc goi 1a doc 1ap néu viéc xay ra hay khong
Xay ra ctia mot nhom bat ky k bién cb, trong d6 1< k < n, khéng 1am anh huong t6i viée xay ra
hay khong xay ra ciia mot nhom nao dé cac bién c¢b con lai.
Vi du 1.9: Ba xa tha A, B, C mdi ngudi ban mot vién dan vao muc tiéu. Goi A, B,C lan luot 12
bién ¢ A, B, C bin tring myc tiéu.
a. Hay mo ta cac bién cd: ANBANC, Z\mEmE, AuBUC.
b. Biéu dién cac bién cb sau theo A B,C:
- D: C6itnhit 2 xa thil ban trang,
- E: C6 nhiéu nhit 1 xa thi bin trung.
- F : Chi c6 xa thi C bén trung.
- G: Chicé 1 xa thu bén trang.
c. Cac biéncd A, B,C c6 xung khic, c6 doc lap khong ?
Gigi:a. ANBNC :ca3 déubintring. ANBANC :ca3 déu bin truot. AUBUC : cd it nhat
1 nguoi ban tring.
b. D=(AnB)U(BNC)U(CnA).
C6 nhiéu nhat mot xa thi bén trung c6 nghia 1a ¢d it nhat hai xa thu ban truot, vy
E=(AnB)U(BNC)U(CNA).
F=AnBNC.
G= (Amgma)u (Zﬁ B ma) v (KmEmC).
c. Babién cd A B,C doc lap vi bién cb ban tring muc tiéu ciia mdi xa tha 1a doc lap nhau.
Ba bién c6 A,B,C khong xung khic vi ¢ thé cling ban triing muc tiéu.
Nhén xét 1.2:
= T vi du trén cho théy tinh cht Xung khéc hodc doc lap cua cac bién ¢ duge suy tir y
nghia cua phép thi.
= Néu A, B doc lap thi cac cip bién cb: AB: AB:AB ciing doc lap.
= Mot s tai lidu ky hiéu tong, tich cua hai bién c6 A, B 1a A+B va AB. Mdi cach ky
hi¢u co nhitng thuan lgi riéng. Nhung ky hiéu theo cach ndy rat khé biéu dién céc tinh
chit dang dai s Boole ctia cac bién cd, chiang han tinh chit phan phdi ctia tong d6i véi
tich va tich doi vdi tong cua cac bien co dugce xét trong chu y sau.
= Ch0 ¥ rang cac bién cb voi phép toan tong, tich va lay bién ¢ dbi tao thanh dai s6 Boole,
do d6 cac phép toan duoc dinh nghia ¢ trén ¢ céc tinh chat nhu cac phép toén hop, giao,
lay phan bu dbi v6i cac tap con cua khong gian mau. Chang han phép toan tong, phép

12
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toan tich cac bién c¢6 co6 tinh giao hoan, két hop, tong phan bd dbi véi tich, tich phan bd
d6i v6i tong, thoa man luat De Morgan ...
ANnB=BnA; An(BNC)=(AnB)C;
ANn(BuUC)=(AnB)U(ANC); Au(BNC)=(AuB)n(AUC);
AUB=ANB; AnB=AUB ...

1.2 CAC PINH NGHIA VA TINH CHAT CUA XAC SUAT

Mot bién cb ngau nhién xay ra hay khong trong két qua ctia mot phép thir 1a diéu khong
thé biét hodc doan trudc duge. Tuy nhién bang nhiing cach khac nhau ta ¢ thé dinh luong kha
ning xuat hién cua bién cb, do 1a xac suat xuat hién cua bién cb.

X&c suat cia mot bién ¢ 14 mot con sb dic trung kha ning khach quan xuét hién bién cb
do6 khi thye hi¢n phép thur.

X&c sut cia bién ¢ A ky hiéu P(A). Truong hop bién cb chi gdm mot bién c¢b so cip
{a} taky hiéu P(a) thaycho P({a}).

Truong hop céc két qua cta phép thir xuat hién dong kha ning thi Xac suat ciia mot bién cd
c6 thé dugc xac dinh bai ti s6 cua sd trudng hop thudn loi d6i voi bién cb va sb trudng hop co
thé. Vi cach tiép can ny ta co dinh nghia xdc sudt theo phirong phdp cé dién.

Truong hop céc két qua cia phép thir khong dong kha ning xudt hién nhung co thé thuc
hién phép thtr 1ap lai nhi€u lan ddc 1ap, khi d6 tan suat xac dinh kha nang xuat hién cua bién co.
Vi vy ta c¢6 thé tinh xac suét ciia bién ¢ thong qua tan sudt xuat hién cta bién cb d6. Véi cach
tiép can nay ta co dinh nghia xdac suat theo thong k.

1.2.1 Pinh nghia c6 dién vé xac suit
Pinh nghia 1.1: Gid sit phép thir C thod méan hai diéu kién sau:
(i) Khong gian mdu cé mot s6 hitu han phan tir.
(ii) Céc két qua xdy ra dong kha néng.
Khi d6 ta dinh nghia xdc sudt ciia bién cé A 1a

sé truong hTp thukn ITi déi vii A

P(A) = \ —— (1.1a)
se truong h1p ca th0
Néu xem bién ¢é A nhu 14 tip con ciia khong gian mau Q thi
P(A):Se phCn to cnaA_ﬂ (1.1b)

sé phCntd cflaQ [0

Vi du 1.10: Bién ¢6 A xuit hién mat chin trong phép thir gieo con XUc xdc & vi du 1.2 ¢6 3
3 1
0|=6).Vay P(A)=>==,
|=6). Vay P(A) 52

Bién cd xuét hién mot mat sap va mot mit ngira khi gieo dong thoi hai dong xu c6 2 két

truong hop thuan lgi (|A| =3) va 6 truong hop c6 thé (

5 A LN A 5 2 A 5w z R A r ) A A [N 5 <A A P 1
qua thuan lgi va 4 két qua dong kha nang c6 thé, vay cd xac suat xuat hi¢n cta bién co6 do 1a 7

Vi du 1.11: Xét phép thir gieo lién tiép 2 1an con xuc xic. Tinh xac xuét ciia cac bién c¢b sau:

a. Tong sd cham xuat hién 1a chin (bién ¢ A).
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Tong s6 cham xuat hién bang 7 hoac 11 (bién co6 B).
S0 cham xuat hi¢n cua hai con xuc xac bang nhau (bién co C).

SO cham cua xtic xac thir nhat 16n hon xuc xac thir hai (bién co D).

® o o o

it nhat mot xac xdc xuat hién mat 6 cham (bién cd E).

Gidgi: Bé c6 hinh anh tryc quan ta c6 thé biéu dién khong gian mau cua phép thir va cac bién cb
tuong g dudi dang biéu dd. Cac bién cb so cép duoc biéu dién cac cap ) tuong tu toa do cua
cac diém. Khong gian mau tuong (mg voi 36 diém.

(1O (2

B)
Y7

—~
i~
@
L
A\

~~
ol
D
N’

U

Tong bang 11

Xuc

Xac

lan
gieo
thu
hai

XUc xic lan gieo thir nhat

Tong bang 7

M®bi hang c6 3 bién cb so cap thuan loi d6i voi bién ¢ A, ching han hang dudi ciing c6
(1,1), (1,3), (1,5) hang tiép (2,2), (2,4), (2,6) ... nhu vay bién c¢b A c6 18 két qua thuén loi.

Cac diém thudc duong chéo thir hai (hodc song song dudng chéo thir hai) c6 tong hai thanh
phan bang nhau: 6+1=5+2=4+3=..=1+6=7.

Bién co C 1a cac diém thugc duong chéo.

Hinh 1.1: Phép thu gieo 2 xiic Xdc

Bién co D la cac diém phia dudi duong chéo.

Theo dinh nghia xac sut (1.1a) ta co:

a pA)-2_1 b. P(B) == 2. ¢ pCy=2-1
36 2 3% 9 3% 6
d. p(Dy=2_2 e. P(E)=11.
36 12 36

Vi du 1.12: So' do cdy
Nhiéu phép thir ¢6 tinh chat ndi tiép 1ap thanh ddy, chang han phép thir tung lién tiép
d6ng xu ba lan, quan sat chi s6 chimg khoan trong nam ngay lién tiép, hodc tim ky sb lién tiép

14
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nhan dugc ciia mot bo nhan thong tin ... Trong truong hop ndy ta ¢d thé biéu dién khong gian
mau va céc bién cb trong tng dudi dang so do cay.

Khong gian mau va bién ¢cb B cua vi du 1.11 dugc biéu dién dang so dd cay nhu sau

Hinh 1.2: So do cdy ciia phép thir
gieo 2 xUc xdc

Dé tinh x4c suét ¢ dién ta sir dung phuwong phap dém cia giai tich to hop.
1.2.2 Cac qui tic dém
A. Qui tac cong
Néu co my cach chon loai dbi tuong X1, Mo céch chon loai dbi tuong X9, ..., My cach
chon loai ddi twgng X;,. CAc cach chon d6i twgng X; khong tring véi cach chon X néu i # j
thi c6 My +my +---+my, cach chon mét trong cac dbi tuong d4 cho.
Ching han dé biét s6 SV c¢6 mit ciia mot 16p dong ta ¢ thé 1dy tong sé SV co mit ciia cac
t6 do to truong cung cip.
B. Qui tic nhin
Gia str cong viéc H gdm nhiéu cong doan lién tiép Hy, H,, ..., H,.
C6 ny cach thyc hién cong doan H,, tmg v&i mdi cong doan H; cd n, cach thuc hién
cong doan H, ... Vayco tatca n-n, -« n, céach thyuc hién cong viéc H .
Vi du 1.13: Mot nhan vién ¢6 4 chiéc 40 so mi va 3 quan dai dong phuc, thi anh ta c6 4.3=12
cach chon 4o so mi va quan ddng phuc.
Vi du 1.14: Tung mot con xtc xac (6 mat) hai lan. Tim Xac suat dé trong d6 c6 1 lan ra 6 cham.

Gidgi: Theo quy tic nhan ta c6 s6 cac truong hop co thé khi tung con xtic xic 2 14n 12 6.6 = 36.

15
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Goi A labién cb “ trong 2 1an tung con xuc xdc ¢ 1 lan duoc mit 6”. Néu lan thir nhat
ra mit 6 thi lan thi hai chi c6 thé ra cac mat tir 1 dén 5, do d6 ¢6 5 trudng hop. Tuong tu
ciing ¢6 5 truong hop chi xuat hién mit 6 & lan tung thir hai. Ap dung quy tic cong ta suy
ra bién cb “chi c6 mot 1an ra mat 6 khi 2 tung xtc xic” c6 10 trudng hop thuan loi. Vay

, o o~ s 10
Xac suat can tim la =—.
36

Vi du 1.15:
a. C6 bao nhiéu s6 ¢6 4 chir s6.
b. C6 bao nhiéu s6 c6 4 chit s khac nhau.
c. C6 bao nhiéu s6 ¢6 4 chit s6 khic nhau va chit s6 cudi 12 0.
Gidgi: a. C6 9 cach chon chir s6 dau tién (vi chit s dau tién khéc 0) va céc chir s6 con lai ¢6 10
cach chon cho timg chit s§. Vay ¢6 9.10.10.10=9000 s6 can tim.
b. C6 9 céch chon chir sé dau tién (vi chir so dau tién khac 0), 9 cach chon chir s6 tha
hai, 8 cach chon chir s6 thtr ba va 7 cach chon chir s6 thir tw. Vay c6 9.9.8.7=4536 sb can
tim.
c. Vi chit s6 thi tu 1a s6 0 va cAc chir sb nay khac nhau do d6 ¢6 9 cach chon chir s6 déu
tién, 8 cach chon chit sé thi hai, 7 cach chon chir s6 thir ba. Vay co 9.8.7=504 sb can
tim.
C. Hoénvi
MGi phép d6i chd ctia n phan tir hodc mdi cach sip xép n phan tir vao n Vi tri trong mot
hang dugc goi 1a phép hoan vi n phan tir. S dung quy tic nhan ta ¢ thé tinh dugc:
CG6 n! hoan vi n phan tir. Quy uéc 0! = 1.
Vi du 1.16:
a. C6 bao nhiéu cach bd tri 5 nam SV va 4 nit SV theo mot hang.
b. C6 bao nhiéu cach bé tri 5 nam SV va 4 nir SV theo mdt hang, sao cho c&c nit SV & vi
tri s chén.
Gidgi: a. Sb cach b tri 9 SV (gdm 5 nam SV va 4 nir SV) theo mot hang 1a 9!= 362880.
b. C6 5! cach b tri nam SV, tung v6i mdi cach bd tri nam SV ¢ 4! cach bd tri nit SV
Va0 Vi tri chin tuong tng. Vay c6 5!4!1=2880 cach bd tri theo ydu cau.
Vi du 1.17: (Hoan vi vong tron) Cé n ngudi (n > 3), trong d6 ¢6 hai ngudi 1a anh em.
a. C6 bao nhiéu céch sip xép n nguoi ngdi xung quanh mot ban tron.
b. C6 bao nhiéu cach sip xép n nguoi ngdi xung quanh mot ban tron, trong d6 c6 hai
nguoi 12 anh em ngdi canh nhau.
c. C6 bao nhiéu céach sip xép n ngudi ngdi xung quanh mot ban tron, trong d6 c6 hai
nguoi 12 anh em khdng ngdi canh nhau.
Gidgi: a. Co 1 ngudi ngdi ¢ vi tri bat ky, vi vay n—1 ngudi con lai c6 (n—1)! cach chon vi tri
ngodi. Vay cé (n—1)! cach sip xép n ngudi ngdi xung quanh mot ban tron.
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b. Ngudi anh ngdi & mot vi tri tly Y, ngudi em ngdi vao 1 trong 2 chd canh ngudi anh

(¢ 2 cach) va n—2 nguoi con lai con lai ngdi tly y vao n—2 chd con lai (co (n—2)!

céch). Vay s céc cach sip xép theo yéu cau 1a 2.(n—2)!.

c. Str dung két qua phan a. va b. ta suy ra sé cach sip xép n ngudi ngdi xung quanh mot

ban tron, trong dé ¢ hai nguoi 1a anh em khdng ngdi canh nhau 1a
(n-)+2.(n-2)!=(n-2)![(n-1)-2].

Vi du 1.18: Xép ngiu nhién 6 cudn sach toan va 4 sach Iy vao 1 gia sach. Tinh xac suit 3 cubn
sach toan dung canh nhau.
Gidi: SO trwong hop c6 thé 1a sb cach sap xép 10 cudn sach vao gia sach do 1a 10!,

Ta xem 3 cudn sach toan dirng canh nhau nhu 1a mot cudn sach 16n. Nhu vay ta can sép

xép 8 cudn sach vao gia sach (co 8! cach), ngoai ra 3 cudn sach toan ding canh nhau co

3! céch sap xép. Do d6 s cac truong hop thuan lgi 14 813!, Vay P = % =%.
D. Chinh hop

Chon lan lugt kK (1< k <n) phan tir khong hoan lai trong tdp N phan tir ta dwoc mot chinh
hop chap Kk cta N phan tir. St dung quy tic nhin ta c6 thé tinh dugc sb cac chinh hop chap k
cua N phan tr la
n!

Al =(n_k)!=n.(n—1)...(n—k+1) (1.2)

Vidu1.19: C6 Af, =10.9.8.7 =5040 cach b tri 10 ngudi ngdi vao 4 chd.

Vi du 1.20: Mot nguoi goi dién thoai quén mat hai s6 cudi ciia s6 dién thoai va chi nhé duoc
rang chung khac nhau. Tim x4c suat ¢é quay ngau nhién mot 1an duoc ding s6 can goi.

Gidgi: Goi A 1a bién c¢b “quay ngau nhién mét 1an dwoc ding sé can goi”. S6 cac trudng hop co
thé 13 sb cac cip hai chir s6 khac nhau tir 10 chit s6 tir 0 dén 9. N6 bang s cac chinh hop

chap 2 caa 10 phan tir. Vay sb cac trudng hop co thé 1a Aizo =10-9=90.

S6 céc truong hop thudn loi ctia A 131, Vay P(A) = % |

Ciing c6 thé tinh truc tiép sd truong hop c6 thé cua bién ¢ A nhu sau: C6 10 kha ning
cho con s6 & hang chuc va véi mbi con sd hang chuc co 9 kha ning cho con sb & hang don vi
khéc véi hang chuc. Ap dung quy tic nhén ta duge s6 cac truong hop c6 thé 1a 10-9=90.
E. T6 hop
Mot to hop chap k cia n phan tir 14 mot cach chon dong thoi k phan tir tir mot tap ¢6
N phantir (1<k <n). Ciing c6 thé xem mot tdp con K phéan tir ciia tap N phan tir 14 Mot to hop
chap k caa n phan tir.
Hai chinh hop chap K caa n phan tir 1a khac nhau néu thoa madn mét trong hai diéu kién
Ssau:
= ¢6 it nhat 1 phan tir ciia chinh hop ndy khdng c6 trong chinh hop kia.
= c4c phén tir déu nhur nhau nhung thir tuy khac nhau.
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Do d6 voi mdi t6 hop chap k ¢6 k! chinh hop twong tmg. Mit khac hai chinh hop khac
nhau tmg véi hai t6 hop khac nhau 1a khac nhau.

Vay s6 cac to hop chap k ciia n phan tir 1a Crlf thoa mén:

k |
KICK— Ak k=P __ Nt 1.3
n = " k! kl(n—k)! 3
Mot vai truong hop cu thé
c8-1; Ch=n;ci =MD, cp DO o cpe. (1.4)

Vi du 1.21: Mt ¢dng ty can tuyén 2 nhin vién. C6 6 ngudi ndp don trong d6 c6 4 nir va 2 nam.
Gia sir kha ning tring tuyén ctia ca 6 ngudi 1a nhu nhau. Tinh x4c suat bién cd:
a. Hai nguoi tring tuyén 1a nam
b. Hai ngudi trang tuyén 1a nit
c. CO6 it nhat 1nir trang tuyén.
6-5
2

Gidi: S truong hop c6 thé 14 56 6 hop chap 2 cia 6 phan tir, viy Q| = CZ=—"=15.

a. Chicé 1 truong hop ca 2 nam déu tring tuyén do d6 Xac suat twong tmg 1a P = % .

b. Co Cf = 473 =6 céch chon 2 trong 4 nit, vay x4c suét tuong tmg P = %

c. Trong 15 truong hop cé thé chi co 1 trudng hop ca 2 nam duoc chon, viy c6 14 truong

< A 14
hop it nhat 1 nit dugc chon. Do do Xac suat tuong ing P = T

7
A €6

Ta ciing c6 thé tinh s truong hop thuan lgi ctia bién ¢b “co it nhat 1 nit dugce chon” nhur
sau.
Vi chi chon 2 émg vién nén bién cb co it nhat 1 nit trang tuyén duoc chia thanh 2 loai:
— C6 2 nir dugce chon: Co 6 cach
— CO01 nir va 1 nam dugc chon: C6 4 . 2 cach chon
Str dung quy tic cong ta duoc 14 truong hop it nhit 1 nit dwgc chon.
Vi du 1.22: Mot hop ¢6 8 bi mau do, 3 bi tring va 9 bi mau xanh. Liy ngau nhién 3 bi tir hop.
Tinh x4c suét trong cac trudng hop sau:
3 bi lay duoc cing mau do
2 d6 va 1 trang
it nhat 1 tring
Mdi mau 1 bi
Néu lay lan lugt khong hoan lai 3 bi, tinh x4c suat iy dwoc mdi mau 1 bi.

3
_ S 1% 0401
C3 285

® o0 T oW

Gigi: a. P
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21
b. P=C83C3 -1 o737
CZO 95
1~2 21 3 3
NS SRS 1o Aat N NS TS AN I 1V
Ca 57 ci = 57 57
1~1~1
o P CCG 18
CZO 95
p-_239 _3 _q0316.
20.19.18 95

Vi du 1.23: Cho céc tir ma 6 bit duoc tao tir cac chudi cac bit 0 va bit 1 dong kha ning. Hay tim
X4C SUAt ctia cac tir co chira k bit 1, véi cac trwong hop k =0, ...,6.

Gidi: S6 trudng hop co thé |Qf = 25 Pat A, 1a bién ¢b “tir mé c6 chira k bit 1”. C6 thé xem

mdi tir ma c6 chira k bit 1 12 mot to hop chap k cuia 6 phén tir, vay sb truong hop thuan

. . ) . ]
loi d6i voi A 1a so cac to hop chap K ciia 6 phan tir. Do do |Ak| = Cé‘ = ﬁ
v . bidn o P ( A ) 6! K=0 _ 6
ay x4c suat cua cac bién c6 tuong ung =—— k=0,...,6.
ki(6—k)12®
Tuong tu xac suat cua cac tu ¢6 chira k bit O cling bang W (dicu nay co thé

suy ra tir tinh chét CS = C™¥).
Nhén xét 1.3:

Hoén vi, chinh hop, t6 hop c6 thé lién hé véi nhau nhu sau:

= CO thé xem mdi hodn vi n phan tir 1a mot cach sip xép n phan tir nay thanh mot hang.

= MGi chinh hop chap k cua n phan tir 14 mot cach sap xép k phan tir tir n phan tir nay
thanh mét hang.

= Khi sip xép cac phan tir thanh mot hang ta ngam hiéu tir trai sang phai, vi Viy truong
hop hoan vi vong quanh can chon mot phan tir lam diém xuét phat do d6 c6 (n—1)!
cach hoan vi vong quanh cua n phan tir.

= C6 thé xem mdi to hop chap k ciia n vat 1a mot cach sip xép n vat thanh mot hang,
trong d6 co Kk vat loai 1 gidng nhau va N —K Vat loai 2 con lai ciing giéng nhau.
C6 n! cach sip xép n vat thanh mot hang.

Vi céc vat cling loai giéng nhau khong phéan biét duoc, do dé néu sé cach sip xép cac vat

thoa mén yéu cau trén 1a N thi ang véi mdi mot cach sap xép trong N cach ¢ trén ¢ k!

hoén vi vat loai 1, (n—k)! hoén vi vat loai 2 dugc dém trong tong sb n! cach.

n!

Vay kI(n—k)IN =nl=N=—"
ay kin=) =N T n—k)!
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Chuwongl: Cdc khdi ni¢m co bin vé xdc suit

Ta c6 thé mo rong két qua nay nhu sau.
Cong thikc té hop mé rong

S6 6 hop chap k ciia N phan tir bang s6 t6 hop chap n—k caa n phan tir:

cko_ Nt onk
" ki(n-k)r "

Chang ta thiy rang: sb t6 hop chap K caa n phan tir (s6 cach chon dong thoi k phan tir
cha tdp N phan tir) bang sd cach sip xép N vat theo mot hang, trong d6 ¢6 k vat gidng nhau va
n—k vat con lai ciing gidng nhau. Ta c6 thé mé rong két qua nay nhu sau.

Sb cach sap xép N = N + N, +---+ N vat theo mot hang: trong do c6 Ny vat loai 1 gidng

nhau, N, vat loai 2 gidng nhau, ..., N, vat loai k gidng nhau la
I
_ (1.5)
mIn,t.ng!

Cong thirc nay c6 thé giai thich nhu sau:

C6 n! cach sap xép N =N, +N, +---+ N vat khac nhau theo mot hang.

Vi céc vat cling loai giéng nhau khong phan biét dugc, do d6 néu sé cach sip xép cac vat
thoa man yéu cau trén 1a N thi tng véi mdi mot cach siap xép trong N cach & trén co n;! hoan vi
vt loai 1, N,! hodn vi vat loai 2, ..., N, ! hoan vi vat loai k duoc dém trong tong s6 Nn! céach. Vi

Vay ntn, Lo IN=nl=>N=—"
ntnyb.n!
Vi du 1.24: Can sip xép 4 cudn sach toan, 6 sach Iy va 2 séch hda khac nhau trén cing mot gia
sach. C6 bao nhiéu cach sap xép trong mdi trudng hop sau:
a. Céc cudn sach cling mon hoc phai dimg canh nhau.
b. Chi can cac sach toan dimg canh nhau.
. Néu cac cudn sach trong mdi mén hoc gidng nhau thi ¢6 bao nhiéu cach sip xép.
Gidgi: a. Co 4! cach sip xép cac cudn sach toan, 6! cach sip xép cac cudn sach Iy, 2! cach sip
xép cac cudn sach hoa va 3! céch sap xép 3 nhém toan, ly, hoa.
Vay s6 cach sap xép theo yéu cau 1a 41612131=207.360.
b. Ta ghép 4 sach toan thanh 1 cudn sach to. Nhu vay ¢6 9 cudn sach can sip xép, do d6
c6 9! cach sip xép. Trong mdi truong hop ndy cac cudn sach toan ludn dimg bén nhau,
nhung c6 4! céch sap xép 4 cudn sach toan.
Vay sb cach sap xép theo yéu cau 1a 9141=8.709.120.
¢. Vi c&c cudn sach cuing loai khong phan biét do d6 c6 thé ap dung cong thirc (1.5) va s6

. !
c&ch sap xép la 12! =13.860.
416121
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Chuwongl: Cic khdi ni¢gm co bin vé xdc sudt

1.2.3 Pinh nghia xac suit theo thong ké

Dinh nghia xac suat theo ¢ dién truc quan, dé hiéu. Tuy nhién khi phép thir c6 khong
gian mau vo han hodc cac két qua khong dong kha ning thi céch tinh xé&c suét co dién khong ap
dung dugc. Trong truong hop nay nguoi ta st dung phuong phap thong ké nhu sau.

Gia sir phép thir C ¢6 thé duwoc thiee hién Idp lai nhiéu lan déc ldp trong nhitng diéu kién
giong hét nhau. Néu trong n ldn thuc hién phép thir C bién co A xudt hién K, (A) ldan (goi Ia
tdn s6 Xudt hién) thi ti so:

Kn (A)

fn (A) =

dwoc goi I3 tan sudt Xudt hién ciia bién co A trong n phép thiz.
Nguwoi ta chitng minh dwoc (dinh 1y ludt s6 1ém Bernoulli) khi n tdng lén vé han thi
f (A) tién dén mot gidi han xdc dinh. Ta dinh nghia gidi han ndy 1a Xac sudt cia bién co6 A, ky
higu P(A).
P(A) = lim f (A)
n—oo

Trén thuc té cac tan suat f,(A) xdp xi nhau khi n da I6n. P(A) dugc chon bang gia tri
Xap xi ndy.
P(A) = f (A (1.6)

Vi du 1.25: M6t cong ty bao hiém mudn xac dinh x4c suat dé mot thanh nién 25 tudi s& bi chét
trong ndm téi, nguoi ta theo d&i 100.000 thanh nién va thiy rang co 798 ngudi bi chét
trong vong 1 nim sau d6. Theo cdng thirc (1.6) ta c6 thé tinh xdp xi xac sudt can tim
bang _198 ~0,008.

100.000

Vi du 1.26: Thong ké cho thay tin suét sinh con trai xdp xi 0,513. Vay xac suat dé bé trai ra doi
I6n hon bé gai.

Nhan xét 1.4: Dinh nghia xac suét theo thong ké khic phuc duoc han ché cua dinh nghia cb
dién, n6 hoan toan dya trén cac thi nghiém quan sat thuc té dé tim xac suat cua bién cé.
Tuy nhién dinh nghia théng k& vé xac suat ciing chi ap dung cho cic phép thir ma c6 thé
lap lai dugc nhiéu lan mot cach doc lap trong nhitng didu Kién gidng hét nhau. Ngodi ra
dé xac dinh mot cach tuong dbi chinh xac gia tri cua xac sudt thi can tién hanh mot sé n
du 16n 1an cac phép thir, ma viéc nay d6i khi khong thé 1am duoc vi han ché vé thoi gian
va kinh phi.

Ngay nay voi sy tro gitip ctia cong nghé thong tin, ngudi ta ¢6 thé mo phong cac phép
thir ngdu nhién ma khong can thyc hién cic phép thir trong thyuc té. Diéu nay cho phép
tinh xac suat theo phuong phép thong ké thuan tién hon.

1.2.4 Pinh nghia x4c suit theo hinh hoc

Pinh nghia 1.2: Gid sir khéng gian mau Q c6 thé biéu dién tiong img véi mét mién nao dé cé

dién tich (thé tich, do dai) hiru han va bién c6 A twong img véi mét mién con cia Q thi xac

sudt ctia bién cé6 A duoc dinh nghia:
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