Chuong 4:

Mot bién ngau nhién

Nguyén Linh Trung
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Ham phan bb tich Iy (CDF-Cumulative Distribution Function )
Ham mat d6 xac sult (Probability Density Function - PDF)
Céc ky vong

Mbt sb bién ngiu nhién quan trong

Ham cla bién ngu nhién

B4t ding thiic Markov va Chebyshev

Céc phuong phap bién déi



Ham phan bb tich liiy (CDF-Cumulative Distribution Function )



Ham phan bb tich liiy (CDF)

Definition (Cumulative Distribution Function)

Ham phan bb tich liy CDF clia mét bién ngiu nhién X dugc cho bdi:

Fx(z)=P[X <z|, for —co <z <00




CDF

Example (CDF clia bién ng3u nhién rdi rac)

Tung mét ddng xu ba 1an va ghi lai m3t sip/ngita clia dong xu & mbi 1an
tung. Goi X la s6 cdc mit nglra trong ba lan tung. Tinh CDF cla X.

m Khéng gian miu:
S ={HHH,HHT HTH,HTT, THH, THT, TTH,TTT}
Sx ={0,1,2,3}
m Cac xéc subt tuong tng:
px(0) =1/8px (1) = 3/8;px(2) = 3/8;px(3) = 1/8

m Véiz <O:

BV6io<z<l:



CDF

mVoil<ax<2:
Fx(z) =P X=0+PX=1=1/8+3/8=4/8=1/2
mVéi2<z<3:
Fx(x)=1/8+3/843/8=7/8
m Véiz > 3:

Fx(z)=P[X <3]=1/8+3/8+3/8+1/8=1
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CDF

m T8ng thé

Fx(IL')

1/8,
1/2,
7/8,

<0
0<xr<l1
1<z <2
2<x<3
>3

Fy(x)




CDF

Example (CDF of bién ng3u nhién lién tuc)

Quay mét miii tén cé géc dugc gin tai tdm cta mdt hinh tron. Goi 6 13
géc ma mii tén dung lai, 0 < 6 < 27. Xac sut dé 6 nim trong mot
khoang thudc (0, 27] ty I& véi chiéu dai clia khoang dé. Bién ngiu nhién
X dugc dinh nghia bdi X (0) = 0/27. Tim CDF cda X.

m Véixz <O0:
Fx(z)=P[X <z]=P[)]=0

mVéio<z<lI:
Fx(z)=P[X <z] =Pl <2mz] =2nz/2n ==z

(chudn héa chiéu dai bing 1).

m Véiz>1:

Fx(z)=P[X<a]=P0<f<2r]=1




CDF

Fx (x)

lT(’gngthé 1
0, <0 e
Fx(z)=<z, 0<z<1 - ; x
1, z>1 a b
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Tinh chit cia CDF

EaEE @

lim Fx(z) =1

T—r 00

Fx(z) 13 ham khéng gidm: néu a < b thi Fx(a) < Fx(b)
Fx(x) 13 ham lién tuc phai: Fx(b) = Fx(b™)

Pla< X < b= Fx(b) — Fx(a)

P[X =a]=Fx(a)— Fx(a™)

P[X > ] =1— Fx(x)

Tht ca cac tinh chit nay cho phép ching ta tinh tht cd cic xic subt
théng qua Fx (z).
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CDF c0a bién ngau nhién rdi rac

m CDF cla mot bién nggu nhién r&i rac 13 mét ham béac thang, lién tuc
phdi ctia z, cidc budc nhdy dugc thuc hién tai cic diém xzg, 21, 2o, . ..

Fx(z)= Y px(ar) =) px(an)ulz — o)
k

<z

v6i px (1) 13 ham xéc subt khdi PMFs va u(x) 13 ham nhdy bac
don vi.

m Cic xac subt dugc tinh nhu téng clia PMF tai c4c diém rdi rac.



CDF cda bién ngau nhién lién tuc

m CDF cGia mét bién ngiu nhién lién tuc |13 lién tuc tai moi diém va
duoc cho béi:

Fx@) = [~ 500

véi f(z) la ham khdng am.
m Céc x4c subt duoc tinh bdi tich phan cta "mat d6 xic subt" trong
mot khodng so thuc.



CDF cda bién ngiu nhién két hop

m CDF clia mét bién ng3u nhién két hop khéng chi nhay bac tai cac
diém rdi rac c6 thé dém dugc xg, x1,x2,..., ma con tang lién tuc
trén it nhat mét khodng gia tri x nao doé:

Fx(z) = pFa(z) + (1 - p)Fe(x)

v6i 0 < p < 1 13 xac sult bién ngiu nhién 13 r3i rac/lién tuc, Fy(x)
|a CDF cla bién ngau nhién r&i rac va F.(z) |a CDF cla bién ngau
nhién lién tuc.



CDF

Example (Bién ng3u nhién két hop)

Thai gian dgi X cla mét hanh khach tai tram chd taxi b\éng 0 néu hanh
khéch thiy taxi d& tai tram chd, va va phan bb déu trong khoang [0, 1]
(gi5) néu khéng c6 taxi ndo & tram chd. Goi p I3 xac sudt dé taxi dang
dd & tram chd khi hanh khich téi. Tinh CDF cda X.

m Sir dung dinh Iy xac sult téng cong:
Fx(z) = P[X < z|thdy taxi]p + P[X < z|khéng thiy taxi](1 — p)

m Phan rdi rac

, 0 0
Fi(z) = P[X < z|thdy taxi] = {1’ i i .
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CDF

m Phan lién tuc

0, =<0
F.(z) = P[X < z|khéng thdy taxi] = {2, 0<z <1
1, >1

m CDF téng thé Fy(x)
, xz <0
Fx(z)=<¢p+(1—-p)z, 0<x<1 P
1, z>1 I ’ X
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Ham mat d6 xac sult (Probability Density Function - PDF)



PDF

Ham mat dé xéac suit (Probability Density Function -

PDF)

Ham mat do x4c subt (PDF) clia X
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PDF

m Xét xac sudt d€ X n3m trong mét khodng nhé (z,z + h)), ta c6:

[Fx (2 +h) — Fx(z)]

Plz < X <x+h]=Fx(x+h) - Fx(z) = )

h

Khi h rAt nhd thi h — dz va fx(z) = %Fx(x), hay PDF biéu di&n
mat d6 xac sult tai diém 2z vd Plz < X <z + h] = fx(z)dz.

Sx()

x x+dx
Plx <X = x + dx] = fy(x)dx



PDF

Example (PDF bién ngu nhién lién tuc)

Quay mét miii tén cé géc dugc gin tai tAm chia mdt hinh tron. Goi 6 |3
gbéc ma mii tén dung lai, 0 < 6 < 2. Xac sut dé 6 nim trong mot
khoang thudc (0, 27] ty I& véi chiéu dai clia khoang dé. Bién ngiu nhién
X dugc dinh nghia bdi X (0) = 0/2x. Tim PDF cda X.

= CDF ciia X Ia: o 1
0, <0 S
Fx(z)=<z, 0<z<1 - : *
Loz>1 a=0,b=1
m PDF I3 vi phan cia CDF nén: e S
b—a
0, z<0
Ix(@)={1, 0<z<1 a b ’

0, z>1 a=0,b=1

19/76



Tinh chit ctia PDF

Do CDF Ia ham khong gidm cda x, nén PDF la mét ham khéng am:

fx(xz)>0

Xac sult clia mot khoang [a,b] 1a dién tich dugc chin béi fx (z)
trong khodng dé:

b
Pla<X <t = | fx(z)dz
e fx(x)
/ /

X x+dv a b
Plx < X <x+ dx] = fy(x)dx Pla<X<b] = [bfy@)dx



