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CHUONG 1

CHuUOI (11LT+11BT)

§1. PAI CUONG VE CHUOI SO
Pinh nghia 1.1. Cho {a, )}, 12 mét day s6. Tong vo han
a4 as + - an o

duoc goi 1a mét chudi sé va duoc ki hiéu Ia Z an, trong do a,, duoc goi 1a sé hang tong quat

vaS, =a +as+ -+ a, duoe goi la tong r1eng thun.

i) Néu ddy s6 {S,} 1a hoi tu va lim S,, = S ton tai, thi ta noi chudi s6 5" a, 1a hoi tu va
n—o00 n=1

co tong bang S va viét

i a, = S.
n=1

ii) Ngudc lai, ta noi chudi s6 5. a, la phan ky.
n=1

Vi du 1.1. Hay xét vi du truc quan dau tién vé chudi sé 1a nhu sau. Chiing ta bat dau
vdi khoang [0,1]. Chia déi khodng nay ra thi ta dudc hai khoang 1a [0,1/2] va (1/2,1], méi
khozng co dé dai bang1/2. Sau do ta lai tiép tuc chia doi khoang [0,1/2], thi ta sé dugc hai
khozng, méi khoang cé do dai bang 1/4. Tiép tuc kéo dai qua trinh nay ta sé dudc chudi sé
sau:

1—1+ +- +1+
2 4 on

Vi du 1.2. Xét chudi s6 sau:
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Chudi s6 nay co tong riéng thitn bangn(n+1)/2 nén tién ra vé cung khin tién ra vé cung.
Noi cach khdc, chudi sé nay 1a phan ky.
Vi du 1.3. Xét su hoi tu va tinh tong (néu co) cia chudi cip s6 nhan Y aq” = a + aq +

n=0
ag* +--- Taco

S, =a+aqg+---+ag"!

n

¢S, =aq+ag*+---+aq
Dodo/Sn:a% (¢g#1) va

oo néulq| > 1.

o Truong hop ¢ = 1 dé thiy chuéi s6 da cho phan ky vi co tong riéng thit n bang an.

. ) 0, néun chdn, e
e Truonghopq=—1tacoS, = nén khong ton tai lim S,,.

. n—-+00
a, néun lé

Két luan: chudi cap s6 nhan da cho héi tu va co tong bang fr néu |q| < 1 va phan ky néu
| = 1.

Vi du 1.4. Viét s6 thuc sau 2.317 = 2.3171717 ... dudi dang phéan so.

— 17 17 17
2.317 = 2. —t+—=+—=
317 3+103+105+107+

17

N 1 P
108 Vaq:W.Dodo

Sau s6 hang dau tién thi chudi da cho 1a mét cap s6 nhan vdi a =

17

_ 1T 1147

2317 = 100 _ .
1— L 7 495

Vi du 1.5. Chiing minh rang chudi sé sau héi tu va tinh 5 ﬁ Trudc hét ta phan tich
n=1

1 1 1 .
nntl)  n  ntl Ta co
1 1 1
S, = ——
1~2+2~3jL +n(n+1)
1 1 1 1 1 1
R e IR B
1 2 2 3 n n+1
=1- 1 .
n+1

Dodo lim S, =1.

n—-+4o0o
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Pinh ly 1.1 (Diéu kién can dé chudi héi tu).
Néu chuéi sé Z a, la héi tu, thi lim a, = 0.

n—=1 n——+oo

Chiung minh. Pat S, =ay +as+---+a,,tacéa, =5, —5,_1. Vi Zan héi tu nén day s
{S,}22; 1a hoi tu. Pat lim S, =S5.Vin—1— ookhin — oonén hm Sp—1 =5.Do dé

n—-+0o n—-+0o
lim a,= lim (S, —S,-1)= lim S,— lim S, ;1=5-5=0. [ |
n—-+o0o n—-+0o n—-+o0o n—-+o0o

Chi y 1.1.

1. Ménh dé dio ciia Dinh Iy 1.1 Ia khong diing. Chiang han nhu chudi diéu hoa sau day
> 1es lim 1 — 0 khin — oo, nhung chudi nay la phan ky (Xem Vi du 2.1 dudi

n—=1 n—+oo

day).

2. Dinh Iy 1.1 cho chiing ta mét diéu kién dii dé kiém tra mét chudi la phan ky. Cu
thé, néu lim a, khong tén tai hodc lim a, # 0 thi chudi da cho la phan ky. Chang

n—-+o0o n—-+o0o

han nhu chudi s6 sau day Z co lim ;- = 5 nén chudi da cho la phan ky. Tuy
n=1

s nestoo 20 ¥

nhién luu y rdng néu lim a, = 0 thi chung ta chua co két ludn gi vé tinh héi tu cia

n—-+00
chuéi ¥ a,.
n=1
3. Thay doi mét s6 s6 hang dau tién ciia mot chudi thi khong Iam énb bu&ng dén tinh
héi tu hay phan ki ciia chudi sé do. Chang han nhu hai chuéi sé Z a, va Z a, S€

n=1 n=2016
co cung tinh chat héi tu hodc phan ky.

Vi du L.1. Chudi 5° n1n<1 + ) 14 phan ki béi vi khi n — oo

n=1
1
Uy = nln(l + —> —1
n
Vi du 1.2 (Gitra ki, K61). Xét su hoi tu ciia cac chudi s6
a) Z( 1" cos i b) Z( 1)"tcos 2.
Pinh 1y 1.2 (Cac phép toan trén chudi sb héi tu). Néu Z an, va 3. b, la cdc chudi s6

n=1 n=1

hoéi tu, thi chudi sé Z (aa, + Bby,) ciing 1a mét chudi s6 hoi tu va

Z(aan + pb,) = OzZan + Ban.
n=1 n=1 n=1
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Bai tap 1.1. Ching minh rang chudi s6 sau héi tu va tinh (n(zg_lfl) + 28717).
n=1

Bai tap 1.2. Xdc dinh xem chudi sau ddy la héi tu hay phan ky. Néu né hoi tu, tinh tong
cua chung.

(@) 00, 2 = e S
o @5 @ £ty
(b) 3 In 5t @ 3 1In (2752113) 75> -

[Goi y]
(a) Tach >~ = L+ — #1-

(b) Tach In nLH =Inn—In(n+1).

(¢) Ching minh lim £ = co (bang cach chuyén qua giéi han ctia ham sb lim & = oo).
n—oo n—o0
Chubi da cho phan Kki.
(d) Ching minh lim a, = Inl. Chubi d4 cho phan ki.

n—oo

(e) Ching minh lim @, = 1. Chuéi da cho phan Kki.

n—0o0

) 1 1 1] 1
(f) Tach n3—n — (n—Dn(n+1) — 2 |:(n71)n o n(n+1)] :
Bai tap 1.3. Xét su héi tu va tinh tong (néu co) cia cdc chudi sau
@ G+ + ) ot (e )+
b)) 135+ 557+

1 2 n
(C)§+ﬁ+"'+m+"'

[Goi y]
(a) Viét chudi s6 da cho thanh téng cta hai chudi cap s6 nhan (hoi tu) > & + > +.
n=1 n=1
. 1 _ 1 1 1
(b) Tach nniD)(nt2) 2 [n(n+1) - (n+1)(n+2)}‘

(c)Téch+:l[( ! 1 }

2n—1)2(2n+1)2 8 | (2n—1)2 = (2n+1)2
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§2. CHUOI SO DUONG
DPinh nghia 1.1. Chudi s6 io: an Vi a, > 0 dude goi 1a mét 1a chudi sé duong.
n=1

Nhan xét rang mot chudi sé6 duong 1a hoi tu khi va chi khi day cac tong riéng S, cia ching
12 bi chan. Trong bai nay ching ta sé nghién citu cac tiéu chuin dé mot chubi s6 duong la
hoi tu.

2.1 Tiéu chuan tich phan

Pinh ly 2.1. Cbo f(z) 1a mét ham sé lién tuc, dudng, gidm trén doan [1,00) va a, = f(n).

Khi do chudi sé Z a, va tich phan suy rong / f(x)dx co cung tinh chat hoi tu hodc phéan
i

ky. Noi cach kbac,

i) Néu f(z)dx 12 héi tu thi > a, ciing la héi tu.
1

n=1
ii) Néu / f(x)dz 12 phan ky thi " a, ciing 14 phan ky.
1 n=1
Chitng minh. Vi f(x) 12 ham s6 giam nén

ups1 = f(n+1) < f(z) < f(n) =un, z€nn+1n=12,--

LAy tich phan tit n dén n + 1 ta dudc
n+1

Upy1 < /f(m)dxgun, n=12---

Lay tong tir 1 dén M — 1 ta dudc

2 3 M
Uy + Uz + -+ upy S/f(x)cm—i-/f Ydx + - / flo)de <up4+us+ -+ upq
2 M-1
hay
M
UQ+U3++UM§/f dl’<U1+U2+ T+ Upr—1- (11)
1
. o0 « M 2 2
i) Néu / f(z)dx hoi tu, tic ton tai Nl{im f(z)dx = S thi tu bat dang thic (1.1) ta
0 0 J1

¢6 Sy — ay = us + uz + - - - + uyy 12 mot day sé tang va bi chan trén béi S nén ton tai
(e o)

lim (Sy —a;) = A. Chudi 3" a, hoi tu va ¢6 téng bing A + a;.
n=1

M—o0
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ii) Néu / f(z)dz phan ki, trong trusng hop nay vi ham f(z) duong nén diéu nay cé
0

M
nghia la lim f(z)dx = +o0. Bat déng thic (1.1) suy ra lim Sy;_; = +oo. Chudi
M—oo Jq M—o0

> a, phan ki. ]
n=1

Chu y 1.1. Khi sit dung tiéu chuén tich phan, khong nhat thiét chudi 55 pbéi bat dau tir
n = 1. Chdng han nhu ching ta co thé kiém tra su hoi tu ciia chudi s6 Z (= bang cach

kiém tra su héi tu cua tich phan suy réng / e 1)2dx
4

Tiéu chudn tich phan 1a mét tiéu chudn rat hitu ich, déc biét 1a khi a,, = f(n) véi f(z) 1a
mot ham sb so cAp ma nguyén hém co thé tinh dudc va cﬁng 12 mét ham sb so cap. Chéng
han nhu, xét su hoi tu cia chudi Z 3 + —L . Ham sb f(z) = T + —— la lién tuc, duong, va giam

trén doan [1, c0). Xét tich phan suy rong

/1
1+ a2
1

Theo tiéu chuén tich phan, chudi s6 da cho hdi tu.

7r
dr = arctan z|7° = e

Vi du 2.1. Xét su héi tu ctia chuéi Z - (a>0).

Chitng minh. Xét ham sb f(z) = m% 12 lién tuc, duong, va giam trén [1,00). Dé dang
kiém tra thay rang tich phan suy rong / f(z)dz 1a hoi tu néu o > 1 va phan ky néu
1

0 < a < 1. Ap dung tiéu chuén tich phan ta c6 chudi da cho hoi tu néu o > 1 va phan ky

néu 0 < <1. [
Chuy 1.2.
a) Ham zeta dugc dinh nghia nhu sau ((z) = Y — va dugc st dung nhiéu trong Iy
n=1

thuyet 0. N.ha todn hoc Thuy Si Euler 1a nguoi dau tzen tinh d‘mjc chinh xac ((2) =

le = . Ong ciing la nguoi tim ra céng thiic ¢ (4) =

n=1 n:l

sé duoc cbzmg minh ¢ Hé quéa 4.1(Bai vé chuéi ham sd) va He qué 6.1 (Bai vé chudi

1
n4_

. Hai cong thiuc nay

Fourier).

b) Téng > a, va gid tri cia tich phan suy rong f(z)dz la khac nhau. Chang han
1

n=1

nhuy L =" trongkbjdo’/ Tindy =T,
n=1 1

1+a2

10
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Bai tap 2.1. Dung tiéu chudn tich phan chiing minh rang chudi S la hoi tu khi

va chi khip > 1.

n=2 n(ln )P

Bai tap 2.2. Dung tiéu chuan tich phan dé xdc dinh xem cdc chudi s6 sau day la héi tu
hay phan ky.

oo

3 Inn In(1+n)
b);n% C)Z d)g T3
oo 2 001 001
f);’g— g);% b)z_;%

Bai tap 2.3. Gidi thich tai sao khéong thé dung tiéu chudn tich phan dé xdc dinh xem
chudi sau day la hoi tu hay phén ky.

. cosTn . cos?n
S b3
—— NZD — 1+n

2.2 Cac tiéu chuan so sanh

Dinh ly 2.2 (Tiéu chuin so sanh 1). Cho hai chuéi s6 duong > a, vad, b, coa, <b,

n=1 n=1
vdi moi n hodc ké tir mét sé n nao do. Khi do
i) Néu > b, 1a hoi tu thi > a, ciing la héi tu.
ii) Néu S a, 1a phan ky thi > b, ciing la phan ky.
n=1 n=1
Chitng minh. T gia thiét suy ra

i) Néu Z b, hoi tu, nghia 1a ton tai lim B, = B va B, < B v6i moi n. Bt dang thic

n—1 n—-+00
(1.2) chitng t6 day tong riéng A, 14 mét day s6 bi chin, hon nita né ting do tinh chat

ctia chudi s6 duong, nén ton tai lim A, = A. Chudi 3 a, hdi tu.

n—r—+oo n—=1

ii) Ban doc c6 thé tu ching minh mét cach don gian cling dua vao bat dang thic (1.2). m

Vi du 2.1. Xét su héi tu ctia chuoi 1@;1 1.
Ching minh. Ta ¢6 -+— < 5. M Z_: - 1a hoi tu theo Vi du 2.1, nén chubi nz_: e
cting la hoi tu. [

11



12 Chuong 1. Chuéi (11LT+11BT)

Vi du 2.2. Xét su hoi tu cia chuoi Y .
n=2

o0

Chiing minh. Ta ¢c6Inn < nvéimoin > 2. Dod6 0 < L < L. Ma chuéi ) %14 phan ky
n=1
theo Vi du 2.1, nén chuoéi }_,°, - 14 phan ky. m

Vi du 2.3 (Gitra ki, K61). Xét su hoi tu ciia cac chudi s6

o 1 - cosn
) 2, D o X GEh

> 1 = sinn
&k 0 £ e

o0

Dinh ly 2.3 Pinh ly so sanh 2). Cho hai chudi s6 duong i a, va y_ b, thoa man
n=1 =1

n

. a
lim = =¢>0.

n—-+4o0o n

Khido > a, va . b, co cing tinh chat hoi tu hodc phén ky.

n=1 n=1

Chitng minh. Hinh dung rang lim % = ¢ nghia 14 v6i moi ¢ > 0 thi ti mot lic nao d6

an
n—-+00 bn

toan bo s6 hang ctaa day {‘g—} s€ chui vao trong khoang (¢ — ¢,c + ¢).
nJn>N

Z—:, Vn > N

| |
| 1
c—¢ c+e

Hinh 2.3

Theo gia thiét, véi moi e > 0, ton tai s6 N sao cho

c—e<%<c+e<:>(c—e)bn<an<(c+e)bn.

Lay tong tit n = N dén oo ta dudc

(c—e)ibngiang(che)ibn. (1.3)

Khéng mét tinh tong quat s6 ¢ c6 thé chon sao cho ¢ — ¢ > 0. Khi d6

12



2. Chubi sé duong 13

e vé phai ctia bat dang thitc (1.3) ching té rang néu 3 b, hoi tu thi 3 a, héi tu,
n=1 n=1
e vé trai ciia bat déng thic (1.3) chiing t6 ring néu > a, héitu thi ) b, hoi tu. [
n=1 n=1
Chuy 1.1.

a) Cac truong hop dac biét

[o.¢] o0
e Néu lim §* =0 va chuoi > b, hoi tu thi ) a, cung hdi tu. Piéu nay dé hiéu vi
n=1

n—-+oo n—=1 —
lim §* =0 suy ra vdin di Idn thi 3> <1 haya, < b, vdi moin > N nao do.
n—+oo “n "

e Néu lim i = +oo va chudi 3 b, phan ki thi 3" a, cing phan ki. Diéu nay

n—+00 n=1 n=1

= +o0 suy ra vdin du Ion thi ‘;—: > 1 haya,, > b, voi moi

a

S

ciing dé hiéu vi lim
n—-4o0o

n > N nao do

o

n

b) Ciing giong nhu TPSR, khi xét su hoi tu cia chudi sé nguoi ta chi quan tam dén
"dang diéu" ciia s6 hang tong quat a, tai vo cung. Tiéu chudn so sanh thuong duoc
st dung dé so sdnh chudi sé da cho vdi mot trong hai chudi s6 sau day:

o . .= | hoitunéulq <1,
e Chuoi cap so nhan ), q"
n=1

phan ki néu |q| > 1.

PO héi tu néua > 1,
e Chuoi ham zeta ((«)

= 1
> e
n=1

phan ki néu o < 1.

Vi du 2.1. Xét su héi tu ciia chudi 3 niin_
- r 01 U n;l /b1

Chitng minh. S6 hang troi (chiém uu thé) ctia ti s6 1a n? va s6 hang troi cia mau sb 1a

[N ~ . s - 2 X A ~ 4 X A s 2 &0
Vnd = n°/2. Diéu d6 goi y ching ta so sanh chudi s6 da cho véi chudi s6 > == S L.
n=1

n=1
Ta co
n?+n
apn = —F/—/——, bn = 75
nd+1 nt/?
2 /2 14+ L
LR e U P
n—+o00 O, n—-+o00 n° + 1 n——+o00 1 + %
Ma chubi ) — la phan ky theo Vi du 2.1 nén chudi da cho ciing phan ky. »
n=1

13



14 Chuong 1. Chuéi (11LT+11BT)

o
Vi du 2.2. Xet su héi tu ciia chuoi ), 325
n=1

Chitng minh. S6 hang tréi (chiém uu thé) caa tit sb 1a 3" va sb hang troi cia mau sb 1a 5”.

o0
Diéu nay goi y chung ta so sanh chudi s6 da cho véi chudi 3 (2)". Ta c6

n=1

on 4 3" ; 3\"
an=——0r bo={<1
4n 4 Hn 5
n n\gn 2\" 1
lim 2% = lim —(2 3y, —(3) *

im - = 1.
n—+oo b,  n—too (4” + 5”)3" n—+00 (%) +1

Ma chubi cip s6 nhan > (£)" 1a hoi tu theo Vi du 1.3, do d6 chudi sé da cho ciing 1a héi
n=1

tu. [ ]

Chu y 1.2. Tiéu chuan so sdnh thuong duoc sit dung dé xét su héi tu cia cac chudi sé co

dang sau:

1. Chudi co s6 hang tong quat la mot phéan thiie, trong do tit s6 va mau sé déu Ia cdc da
thic ciia n hodc la cdc Iiy thua cia n, chang han

[o.¢]
Z ag + an® + asn®? + - - - + a,,n"

b T b bt b VOID <o <ap <+ <y, 0< B < Po <o < By

n=1
Khi do sé hang tréi cia tit s6 1a a,,n® va sé bang tr01 ctia mau la byn®*. Piéu nay goi
¥ chiing ta so sanh chuéi da cho vdi chudi Z nr o= Z —srtam - Theo Vidu 2.1, chuéi

n=1 n=1

da cho Ia héi tu néu B, — o, > 1 va phan kyneu B — o < 1.

2. Chudi co s6 hang tong quat la mét phén thiic, trong do tit s6 va mau sé déu Ia tong
ctia cdc liy thira vdi s6 mii Ia n, chang han

VOI0 < ap < ap < " <y 0<b <by<---<by.

i aray + aoay + -+ Qpa,
Bibi + Bably + -+ + Bibf

Khi do 56 hang tréi cua tit so la a,,a”, va sé6 hang tréi cia mau sé 1a B,b}y. Piéu nay

goi y chiing ta so sanh chudi s6 da cho véi chudi S <‘Z—;ﬂ)n Theo Vi du 1.8, chudi da
n=1

cho hoi tu néu 9™ < 1 va phan ky néu 3= > 1.
. : k k

3. Mot dang chudi khdc ciing stz dung tiéu chuéan so sanh, do 1a cdc chudi sé co sit dung
dén cac VCB tuong duong hodc khai trién Maclaurin (trong hoc phan Gii tich I).
Chang han nhu, xét su héi tu ciia chuéi s6

S(tn)

n=1

14



2. Chubi sé duong 15

Xuat phat tir cong thitc khai trién Maclaurin ctia ham s6 sin x:
3
51n$—x—%+0( %),

6 do o(x?) la ki hiéu VCB bdc cao hon 13, ta co

a3 3
r—siny = =+ o(z*) ~ = khiz — 0.
3! 6
Khin — oo thi + — 0, do do
1 1 1
— —sin— ~ — khin — oo.
n n n

o
Ma chuoi n% hoi tu, nén theo tiéu chuan so sanh, chuoi so da cho cting hor tu. Mot
n=1

cach tuong tu, xét su héi tu cia cac chudi sé sau:
i 1—cos.l , i Ve — 1—— Zarcsm -1
n=1 n n=1 —n+ 1
Mot s6 khai trién Maclaurin

o (1+a)*=14az+ 222 ... 4 elozllomntlyn 4 g (pm)

n!

e =l—r+a® =+ (=1)"a" 4 o(z")
—=1l4+a+z*+ - +2"+o(z")
ot =14a+L + -+ 4 o(a")

: z3 z° n p2ntl "
e SINx =2 — §+ﬁ+"'+(_1) BT +0(x2 +1)

o Cosle—%%—Z—?%—---—I—(—l)"ég,—I—o(x2”)
e ln(l+a)=0—C +Z +.+ (=1)"'Z" 4 o(a")

Mot s6 VOB tuong duong hay dung khi x — 0

a* —1

e v ~sinx ~ tanx ~ arcsinx ~ arctanz ~ e* — 1 ~ ~In(1+ x),

1
e Yl+ar—1~1n m\/1+04$2—ln<1+063})f\/%,
m

m

Ina

2
e | —cosx ~ —.
2

Vi du 2.3 (Gitra ki, K61). Xét sur hoi tu, phan ki ciia cdc chudi s6

15



16 Chuong 1. Chuéi (11LT+11BT)

a) i In (14 4) c) Jio tan(m/n? + 1). d) Jiotan(ﬂ\/nQ +3).
n=1 n=1 n=1

b S n(1+2)

n=1

Vi du 2.4.

(o.)

2, A o X A ™

a) Xét sy hoi tu ciia chuoi so ) arctan o
n=1

A 1S A X 4 . . T T N X oo T
Pay 1la mot chuoi so duong, khi n — oo, ta co arctanQ—n ~ o Ma chuoi o =
n=1

X 1N ~ X A [ Al
Ty, <§> la hoi tu, nén chuoi s0 > arctan o cung hoi tu.
n=1

n=1

0 I—vn—1
b) Xét su hoi tu ctia chudi s Z vn+t vn
n()é

\/n—l—l—\/n—l 2 1
ne T (WnFl+vVn—1)ne  pots

A 1 X A 71 A A X A7 PN N
Neu a > 5: chuoi so la hoi tu; neu o < L chuoi so la phéan Kki.

Khi n — oc: , do do

X ,/\ m
¢) Xét su hoi tu ctia chudi sé6 > e V™.
n=1

Pé stt dung tiéu chuén so sanh dbi véi cac chudi sb kiéu nay, ching ta ghi nhé hai giéi
han quan trong sau.

n

i) lim = +o0,(a > 1,Ya), hay n® < ¢" khi n 1a da lén.

n—oo N

ii) lim = +00, (VB), hay In® n < n khi n 1a da lén.

n—00 lnﬁ

N6i mot cach khac thi khi n — oo, ham s6 mii, ham da thitc va ham sb logarit caa n déu
12 cac VCL. Tuy nhién, ham s6 mii tién ra v6 cing "nhanh hon" ham da thitc, va ham da
thic "nhanh hon" ham s6 logarit.

Chiung ta sé dung giéi han dau tién: (y/n)* < eV™ khi n da 16n, hay la tuong duong,

@ 2. > 2, N s . N X A i ]- N A A o
e"V" < n~%, v6in & 16n va véi moi a. Chon a = 4, thi chudi so6 5 — 1a hoi ty; nén chuoi

n=1

O>\

Z V7 ciing 12 hoi tu.

Bai tap 2.4. Dung tiéu chudn so sdnh dé xét su héi tu ciia cdc chuodi s6 sau

=’ = 2016" nsin®n = n
1 — 2 4
)Zn+24 )22015”—1—2017" )Zl—l—n?’ )Z\/n—i-?)

5)Zsm vVn+1—+/n) 6)2@ 7)ZSIH n+1 S)Zln[ljt%}

16



2. Chubi sé duong 17

2.3 Tiéu chuan d’Alambert

DPinh 1y 2.4. Gis sir ton tai lim “tl — L. Khi do

n—+oo -

i) Néu L < 1 thi chuédi da cho héi tu.
ii) Néu L > 1 thi chudi da cho phan ky.

Chung minh. 1. Hinh dung rdng lim %+l = [ nghia la véi moi ¢ > 0 thi ti mét luc

n—+oo "

nao d6 toan bo s6 hang cta day {a”“ } s€ chui vao trong khoang (L — ¢, L + ¢).
n>N

an

ntl Np > N
an =

[
|

|
€ L —’l— €
Hinh 2.4

L

Néu L < 1 ta chon s6 ¢ > 0 bt ki ndo d6 saocho L + ¢ < 1. Vi lim ' = [ nén toén

n—+oo 9n

tai s0 N sao cho

ot < L+¢€ Vn> N.
Qn
Do do
tp < (L + €)any < (L+€)2aps < <ay(L+e"N=—N__(L1e" ¥n>N.

T+oY

Chubi cip s6 nhan (L + ¢€)" hdi tu (L + € < 1) nén theo tiéu chuin so sanh, chudi
n=1

oo
a, cung hoi tu.

n=1

2. Néu L > 1 thi Upy1 > Uy, VO n da lén, chéng han v6i moi n > N. Khi d6, lim a, >

n——+oo

ay > 0. Chudi da cho phan ki theo tiéu chuén diéu kién can. -
Chuy:

e Néu L = 1 thi khong két luan dudc gi vé su hoi tu hay phan ki cta chubi da cho.

Chéang han nhu ca hai chudi > 1 va > L déu théa man L = 1 nhung chudi s6 dau

n=1 n=1

tién phan ki con chubi s6 sau hoi tu.

17



18 Chuong 1. Chuéi (11LT+11BT)

e Trong cic bai toan c6 dung tiéu chuan d’Alambert, giéi han sau day thuong hay duodc
stt dung

: a\"
lim (1 + —) =e”.
n—-+oo n
Chitng minh. Giéi han trén c6 thé dudc chitng minh bang cach chuyén qua giéi han
cta ham s6 nhu sau.

Ta c6
@ In(1+2 2
lim 1n(1+g> = lim #— lim ¥ =a
T—+400 T T—+00 P T—r+400 p
Do d6
: aNt o,
wll)ﬂl_l@(l—i—;) ~A u
Vi du 2.1. Xét su hoi tu cia chuoi Y. ..
n=1
Chuing minh. Ta c6
. 2n+1 on
lim 2t = 2 = lim —0< 1.
n—+00 n—+too (n+ 1)1 n!  notoon+1
Theo tiéu chuan d’Alambert, chudi da cho héi tu. [ |
Vi du 2.2. Xét su hoi tu cia chuoi Y 2.
n=1
Chiuing minh. Ta co
. Qg . 2 (n+ 1) 27pl
lim =1 :
n—>+00 (A, n—+00 (n + 1)”+1 nn
= lim 2 < n )
n—+00 n+1
1 n+1 nLH
= lim 2 [(1 — ) ]
n——4oo n —I— 1
2
=-<1.
e
Theo tiéu chuan d’Alambert, chudi da cho héi tu. n
, . N . o2 nt+5 )
Vi du 2.3. Xet su hoi tu cua chuoi ) . Ta co
n=1
n 1)2 1

nén chudi da cho héi tu theo tiéu chudn d’Alambert.

Vi du 2.4 (Gitra ki, K61). Xét sur hoi tu ciia cac chudi s6
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