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Chương 1 – MA TRẬN – ĐỊNH THỨC 

Trong phần này ta xét các số là những số thực, 𝑚, 𝑛 là các số nguyên dương. 

1.1. Khái niệm ma trận và các phép toán trên ma trận 

1.1.1. Định nghĩa ma trận   

Một bảng số, gồm 𝑚 × 𝑛 số 𝑎𝑖𝑗(1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛) được xếp thành 𝑚 dòng và 𝑛 

cột được gọi là ma trận cấp 𝑚 × 𝑛 (trên trường số thực ℝ), kí hiệu 

𝐴 = [

𝑎11
𝑎21
⋮
𝑎𝑚1

  

𝑎12
𝑎22
⋮
𝑎𝑚2

  

⋯
⋯
⋱
⋯

  

𝑎1𝑛
𝑎2𝑛
⋮
𝑎𝑚𝑛

] hoặc 𝐴 = (

𝑎11
𝑎21
⋮
𝑎𝑚1

  

𝑎12
𝑎22
⋮
𝑎𝑚2

  

⋯
⋯
⋱
⋯

  

𝑎1𝑛
𝑎2𝑛
⋮
𝑎𝑚𝑛

) 

Ta có thể viết gọn là 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑚×𝑛
 hoặc 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗]𝑚×𝑛

. 

Số 𝑎𝑖𝑗 được gọi là phần tử của ma trận 𝐴 nằm trên dòng 𝑖 cột 𝑗 (phần tử vị trí (𝑖, 𝑗)). 

Tập hợp tất cả các ma trận cấp 𝑚 × 𝑛 trên trường ℝ được kí hiệu là 𝑀(𝑚 × 𝑛;ℝ) 

(hoặc 𝑀𝑚×𝑛(ℝ)). 

Ví dụ 1: Các ma trận sau 

𝐴 = [
1 2 3
4 5 6

] ∈ 𝑀2×3(ℝ), 𝐵 = [
−1 1    2
   3 𝜋 −5
   3 2    6

] ∈ 𝑀3×3(ℝ), 

𝐶 = [0 2 1] ∈ 𝑀1×3(ℝ), 𝐷 = [√2] ∈ 𝑀1×1(ℝ) 

Hai ma trận 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑚×𝑛 và 𝐵 = (𝑏𝑖𝑗)𝑚×𝑛 được gọi là bằng nhau nếu 𝑎𝑖𝑗 = 𝑏𝑖𝑗 với 

mọi 𝑖 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅  và 𝑗 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅. 

Ví dụ 2: Với giá trị nào của 𝑥 và 𝑦 thì hai ma trận sau bằng nhau? 

𝐴 = [
1 2 3
4 5 6

] , 𝐵 = [
1 𝑥 3
4 5 𝑦 + 1

] 

Hướng dẫn: Ta thấy 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑀2×3(ℝ) do đó 𝐴 = 𝐵 khi 𝑥 = 2, 𝑦 = 5. 

1.1.2. Một số dạng ma trận đặc biệt 

a. Ma trận không 

Ma trận mà tất cả các phần tử của nó đều bằng 0 được gọi là ma trận không. Kí hiệu 

𝜃 (hoặc đơn giản là số 0) cho mọi ma trận không cấp 𝑚 × 𝑛 tùy ý. 

Ví dụ 3: Ma trận không cấp 2 × 3 và ma trận không cấp 3 × 3 là 

𝜃 = [
0 0 0
0 0 0

] = (0)2×3, 𝜃 = [
0 0 0
0 0 0
0 0 0

] = (0)3×3. 

b. Ma trận vuông  
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Cho ma trận 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑚×𝑛, nếu 𝑚 = 𝑛 (số dòng bằng số cột) thì ma trận 𝐴 được gọi 

là ma trận vuông cấp 𝑛 (khi đó ta có thể ghi 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑛). Như vậy 𝐴 có dạng sau 

𝐴 = [

𝑎11
𝑎21
⋮
𝑎𝑛1

  

𝑎12
𝑎22
⋮
𝑎𝑛2

  

⋯
⋯
⋱
⋯

  

𝑎1𝑛
𝑎21
⋮
𝑎𝑛𝑛

] 

trong đó các phần tử 𝑎11, 𝑎22, … , 𝑎𝑛𝑛 được gọi là các phần tử nằm trên đường chéo 

chính, các phần tử 𝑎𝑛1, 𝑎(𝑛−1)1, … , 𝑎1𝑛 gọi là các phần tử nằm trên đường chéo phụ. 

Kí hiệu tập các ma trận vuông cấp 𝑛 là 𝑀(𝑛;ℝ) (hoặc 𝑀𝑛(ℝ)). 

Ví dụ 4: Cho các ma trận sau 

𝐴 = [
   1 2
−1 3

] , 𝐵 = [
   1 2 3
−2 5 7
   3 1 0

] , 𝐶 = [
1 − 𝜋 2 3
−2 5 7
   6 2𝜋 0

] 

Khi đó 𝐴 là ma trận vuông cấp 2 và 𝐵, 𝐶 là ma trận vuông cấp 3. Phần tử nằm trên 

đường chéo chính của ma trận 𝐶 là 1 − 𝜋, 5,0 đường chéo phụ là 6, 5, 3. Phần tử nằm 

trên đường chéo chính của ma trận 𝐵 là 1, 5, 0; đường chéo phụ là 3, 5, 3. 

c. Ma trận dòng, ma trận cột 

Cho ma trận 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑚×𝑛. Nếu 𝑚 = 1 (ma trận chỉ có một dòng) được gọi là ma 

trận dòng. Tương tự, nếu 𝑛 = 1 (ma trận chỉ có một cột) được gọi là ma trận cột. Ma 

trận dòng và ma trận cột thường được gọi là vectơ dòng và vectơ cột.  

Ví dụ 5: 𝐴 = [−1 0 3] là ma trận dòng.  

      𝐵 = [

   2
−8
   4
   7

] là ma trận cột. 

d. Ma trận chéo 

Ma trận vuông có tất các phần tử nằm ngoài đường chéo chính đều bằng 0 được gọi 

là ma trận chéo (ma trận đường chéo). 

Ví dụ 6: Các ma trận sau là ma trận chéo 

𝐴 = [
1 0
0 1

] , 𝐵 = [
1 0    0
0 5    0
 0 0 −4

] , 𝐶 = [
1 + 𝜋 0 0
0 5 0
0 0 0

] , 𝐷 = [

1
0
0
0

    

0
4
0
0

     

0
0
2
0

   

   0
   0
   0
−1

] 

Nhận xét: Ma trận đường chéo thường được ký hiệu bởi diag(𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) với các 

phần tử trên đường chéo chính là lần lượt là 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛. 

e. Ma trận đơn vị 
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Ma trận chéo cấp 𝑛, có tất cả các phần tử trên đường chéo chính đều bằng 1, được gọi 

là ma trận đơn vị, kí hiệu 𝐼𝑛.  

Ví dụ 7: Các ma trận đơn vị sau 

𝐼1 = [1], 𝐼2 = [
1 0
0 1

] , 𝐼3 = [
1 0 0
0 1 0
 0 0 1

] , 𝐼4 = [

1
0
0
0

    

0
1
0
0

     

0
0
1
0

    

0
0
0
1

] 

f. Ma trận chuyển vị 

Chuyển các dòng (các cột) của ma trận 𝐴 thành các cột (các dòng) với thứ tự tương 

ứng ta được ma trận gọi là ma trận chuyển vị của ma trận 𝐴. Kí hiệu 𝐴𝑇 

Như vậy 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑚×𝑛 thì 𝐴𝑇 = (𝑎𝑗𝑖)𝑛×𝑚. 

Ví dụ 8: Cho ma trận  

𝐴 = [
1 −4 −1
2    0    3

] ⟹ 𝐴𝑇 = [
   1
−4
−1
    
2
0
3
] 

𝐵 = [
   1 2 3
−2 5 7
   6 1 0

] ⟹ 𝐵𝑇 = [
1 −2 6
2    5 1
3    7 0

] 

𝐶 = [
   3 −2 6
−2    5 7
   6    7 0

] ⟹ 𝐶𝑇 = [
   3 −2 6
−2    5 7
   6    7 0

] 

Nhận xét:  1. (𝐴𝑇)𝑇 = 𝐴. 

  2. 𝐴𝑇 = 𝐵𝑇 ⟺ 𝐴 = 𝐵. 

g. Ma trận đối xứng 

Ma trận 𝐴 vuông cấp 𝑛 được gọi là đối xứng nếu 𝐴𝑇 = 𝐴 (hay 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖 , ∀𝑖, 𝑗) 

Trong Ví dụ 8 thì ma trận 𝐶 là ma trận đối xứng. 

h. Ma trận đối 

Cho ma trận 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑚×𝑛, khi đó ma trận (−𝑎𝑖𝑗)𝑚×𝑛 được gọi là ma trận đối của 

ma trận 𝐴, kí hiệu –𝐴. 

Ví dụ 9: Ma trận 𝐴 = [
1 −4 −1
2    0    3

] có ma trận đối là ma trận −𝐴 = [
−1 4 1
−2 0 −3

]. 

i. Ma trận tam giác 

Ma trận vuông có tất cả các phần tử nằm về một phía của đường chéo chính bằng 0 

được gọi là ma trận tam giác. Như vậy 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑛×𝑛 là ma trận tam giác khi và chỉ khi 

𝑎𝑖𝑗 = 0, ∀𝑖 > 𝑗 (hoặc 𝑎𝑖𝑗 = 0, ∀𝑖 < 𝑗) 
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Ví dụ 10: Các ma trận sau là ma trận tam giác 

𝐴 = [
 1 0 −3
0 5    7
0 0    0

] , 𝐵 = [
   1 0 0
−2 5 0
   6 1 0

] , 𝐶 = [

1
0
0
0

     

3
0
0
0

     

   2
−7
   𝑒
   0

    

    0
−2
    1
    2

]. 

j. Ma trận bậc thang dòng 

Một dòng (hay cột) của ma trận được gọi là dòng không (cột không) nếu tất cả phần 

tử trên dòng (cột) đó đều bằng 0. Ngược lại gọi là dòng khác không (cột khác không). 

Ma trận bậc thang dòng là ma trận có hai tính chất: 

∗ Các dòng khác không nằm phía trên dòng bằng không (nếu có). 

∗ Phần tử khác không đầu tiên ở dòng dưới bao giờ cũng nằm bên phải cột chứa 

phần tử khác không đầu tiên ở dòng trên. 

Ví dụ 11: Trong các ma trận sau thì ma trận nào là ma trận bậc thang dòng? 

𝐴 = [
 1 0 −3
0 5    7
0 0    0

] , 𝐵 = [
0
0
0
   
0
3
0
   
   0
−1
   5
   
0
7
8
] , 𝐶 = [

0 0 0
1 2 0
3 2 1

] , 

𝐷 = [

0
0
0
0

    

0
0
0
0

    

   2
−7
   0
   0

   

    0
−2
    1
    0

   ] , 𝐸 = [

1
0
0
0

    

3
0
0
0

    

   2
−7
   0
   0

   

    0
−2
    1
    0

    

3
0
2
1

]. 

Đáp án: 𝐴, 𝐸. 

Chú ý: Phát biểu tương tự như khái niệm trên nhưng thay dòng thành cột và cột 

thành dòng ta được khái niệm ma trận bậc thang cột. 

1.1.3. Các phép toán trên ma trận 

a. Phép cộng hai ma trận (cùng cấp) 

Cho 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑚×𝑛, 𝐵 =
(𝑏𝑖𝑗)𝑚×𝑛 thì tổng của hai ma trận 𝐴 và 𝐵, kí hiệu 𝐴 + 𝐵, là 

ma trận 𝐶 = (𝑐𝑖𝑗)𝑚×𝑛
 với 𝑐𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗 + 𝑏𝑖𝑗 , (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛). 

Vậy  

𝐴 + 𝐵 = [

𝑎11
𝑎21
⋮
𝑎𝑚1

  

𝑎12
𝑎22
⋮
𝑎𝑚2

  

⋯
⋯
⋱
⋯

  

𝑎1𝑛
𝑎2𝑛
⋮
𝑎𝑚𝑛

] + [

𝑏11
𝑏21
⋮
𝑏𝑚1

  

𝑏12
𝑏22
⋮
𝑏𝑚2

  

⋯
⋯
⋱
⋯

  

𝑏1𝑛
𝑏2𝑛
⋮
𝑏𝑚𝑛

] 

          = [

𝑎11 + 𝑏11
𝑎21 + 𝑏21

⋮
𝑎𝑚1 + 𝑏𝑚1

  

𝑎12 + 𝑏12
𝑎22 + 𝑏22

⋮
𝑎𝑚2 + 𝑏𝑚2

  

⋯
⋯
⋱
⋯

  

𝑎1𝑛 + 𝑏1𝑛
𝑎2𝑛 + 𝑏2𝑛

⋮
𝑎𝑚𝑛 + 𝑏𝑚𝑛

] = 𝐶. 

Ví dụ 12: Cho các ma trận sau 
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𝐸 = [
   1
   2
−2
     
0
3
0
   
   3
−1
   5
    
1
7
8
] , 𝐹 = [

   2
−1
   0
    
6
2
0
   
   2
−1
   5
   
   3
   2
−5
] ⟹ 𝐸 + 𝐹 = [

   3
   1
−2
     
6
5
0
   
   5
−2
  10
    
4
9
3
]. 

Tính chất: Cho các ma trận 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝜃 ∈ 𝑀𝑚×𝑛(ℝ). Khi đó 

1. 𝐴 + 𝐵 = 𝐵 + 𝐴. 

2. (𝐴 + 𝐵) + 𝐶 = 𝐴 + (𝐵 + 𝐶). 

3. 𝐴 + 𝜃 = 𝜃 + 𝐴 = 𝐴. 

Chú ý: Cho 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑀𝑚×𝑛(ℝ) thì hiệu của hai ma trận 𝐴 và 𝐵, kí hiệu 𝐴 − 𝐵, là phép 

cộng giữa ma trận 𝐴 và ma trận đối của ma trận 𝐵. Vậy 𝐴 − 𝐵 = 𝐴 + (−𝐵) 

Trong Ví dụ 12 thì  

𝐸 − 𝐹 = [
   1
   2
−2
     
0
3
0
   
   3
−1
   5
    
1
7
8
] − [

   2
−1
   0
    
6
2
0
   
   2
−1
   5
   
   3
   2
−5
] = [

−1
   3
−2
    
−6
   1
   0
    
1
0
0
   
−2
   5
 13
]. 

b. Phép nhân một số với một ma trận 

Cho 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑚×𝑛 và số 𝜆 ∈ ℝ thì tích của số 𝜆 và ma trận 𝐴, kí hiệu 𝜆𝐴, là ma trận 

𝐵 = (𝑏𝑖𝑗)𝑚×𝑛 với 𝑏𝑖𝑗 = 𝜆𝑎𝑖𝑗(1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛). 

Vậy 

𝜆𝐴 = 𝜆 [

𝑎11
𝑎21
⋮
𝑎𝑚1

  

𝑎12
𝑎22
⋮
𝑎𝑚2

  

⋯
⋯
⋱
⋯

  

𝑎1𝑛
𝑎2𝑛
⋮
𝑎𝑚𝑛

] = [

𝜆𝑎11
𝜆𝑎21
⋮

𝜆𝑎𝑚1

  

𝜆𝑎12
𝜆𝑎22
⋮

𝜆𝑎𝑚2

  

⋯
⋯
⋱
⋯

  

𝜆𝑎1𝑛
𝜆𝑎2𝑛
⋮

𝜆𝑎𝑚𝑛

] = 𝐵. 

Trong Ví dụ 12 thì  

2𝐸 = 2 [
   1
   2
−2
    
0
3
0
   
   3
−1
   5
   
1
7
8
] = [

   2
   4
−4
    
0
6
0
   
   6
−2
   10

   
2
14
16
], 

(−1)𝐹 = (−1) [
   2
−1
   0
   
6
2
0
   
   2
−1
   5
   
   3
   2
−5
] = [

−2
   1
   0
   
−6
−2
   0
   
−2
   1
−5
   
−3
−2
   5
]. 

Nhận xét: Nếu 𝜆 = −1 thì (−1)𝐴 chính là ma trận đối của  𝐴 (vậy (−1)𝐴 = −𝐴). 

Tính chất: Cho các ma trận 𝐴, 𝐵, 𝜃 ∈ 𝑀𝑚×𝑛(ℝ) và 𝜆, 𝑘 ∈ ℝ. Khi đó 

1. 𝜆𝑘𝐴 = 𝜆(𝑘𝐴) = 𝑘(𝜆𝐴). 

2. (𝜆 + 𝑘)𝐴 = 𝜆𝐴 + 𝑘𝐴. 

3. 𝜆(𝐴 + 𝐵) = 𝜆𝐴 + 𝜆𝐵. 

4. 𝜆𝜃 = 0𝐴 = 𝜃. 

Ví dụ 13: Cho các ma trận sau 
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𝐴 = [
1 2 −1
3 1    0

] , 𝐵 = [
2 −1 0
0    1 3

] , 𝐶 = [
0    4
2    2
1 −1

]. 

Thực hiện các phép tính sau: 𝐴 − 3𝐵, 𝐴 − 2𝐶𝑇 + 2𝐵. 

Bài giải 

𝐴 − 3𝐵 = [
1 2 −1
3 1    0

] − [
6 −3 0
0    3 9

] = [
−5    5 −1
   3 −2 −9

]. 

𝐴 − 2𝐶𝑇 + 2𝐵 = [
1 2 −1
3 1    0

] − 2 [
0 2    1
4 2 −1

] + 2 [
2 −1 0
0    1 3

] = [
   5 −4 −3
−5 −1    8

]. 

c. Phép nhân hai ma trận 

Điều kiện để có phép nhân của hai ma trận 𝐴 và 𝐵 là số cột của ma trận 𝐴 bằng với 

số dòng của ma trận 𝐵. 

Cho 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑚×𝑝, 𝐵 =
(𝑏𝑖𝑗)𝑝×𝑛 thì tích của hai ma trận 𝐴 và 𝐵, kí hiệu 𝐴. 𝐵 (hoặc 

𝐴𝐵), là ma trận 𝐶 = (𝑐𝑖𝑗)𝑚×𝑛 với 𝑐𝑖𝑗 = 𝑎𝑖1𝑏1𝑗 + 𝑎𝑖2𝑏2𝑗 +⋯+ 𝑎𝑖𝑝𝑏𝑝𝑗  , ∀𝑖, 𝑗. 

 

Ví dụ 14: Cho các ma trận sau 

𝐴 = [
0 −3
1    2
5    4

] , 𝐵 = [
0 1
3 0

] , 𝐶 = [
1 2
3 4

] , 𝐷 = [
0    1
2 −3

] , 𝐸 = [
5 0
1 0

] , 𝐹 = [
0 0
0 2

]. 

Khi đó 𝐴𝐵 = [
0 −3
1    2
5    4

] [
0 1
3 0

] = [
−9 0
   6 1
 12 5

] nhưng 𝐵𝐴 không tồn tại. 

𝐶𝐷 = [
4 −5
8 −9

] , 𝐷𝐶 = [
   3    4
−7 −8

] , 𝐸𝐹 = [
0 0
0 0

] , (𝐴𝐵)𝑇 = [
−9 6 12
   0 1 5

] = 𝐵𝑇𝐴𝑇 . 

Chú ý: Nói chung 𝐴𝐵 ≠ 𝐵𝐴 và 𝐴𝐵 = 𝜃 thì không thể kết luận 𝐴 = 𝜃 hoặc 𝐵 = 𝜃. 

Ví dụ 15: Cho các ma trận sau 𝐴 = [
1    𝑥 3
2 −1 1

] , 𝐵 = [ 
2
4
𝑦
 ] , 𝐶 = [ 

12
6
 ]. Nếu 𝐴𝐵 = 𝐶 

hãy tìm 𝑥 và 𝑦. 

Bài giải 
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Ta có 𝐴𝐵 = [
1    𝑥 3
2 −1 1

] [ 
2
4
𝑦
 ] = [ 

2 + 4𝑥 + 3𝑦
4 − 4 + 𝑦

 ] = 𝐶. Suy ra 𝑦 = 6, 𝑥 = −2. 

Tính chất: Cho các ma trận 𝐴, 𝐵, 𝐶 và 𝜆, 𝑘 ∈ ℝ. Giả thuyết rằng các phép tính đều 

thực hiện được, ta có:  

1. 𝐴(𝐵𝐶) = (𝐴𝐵)𝐶. 

2. 𝐴(𝐵 + 𝐶) = 𝐴𝐵 + 𝐴𝐶. 

3. (𝐵 + 𝐶)𝐴 = 𝐵𝐴 + 𝐶𝐴. 

4. 𝜆(𝐴𝐵) = (𝜆𝐴)𝐵 = 𝐴(𝜆𝐵). 

5. (𝐴𝐵)𝑇 = 𝐵𝑇𝐴𝑇 . 

Nếu 𝐴 là ma trận vuông cấp 𝑛 thì 𝐴𝐼𝑛 = 𝐼𝑛𝐴 = 𝐴. 

Định nghĩa: Cho ma trận 𝐴 ∈ 𝑀𝑛(ℝ) và 𝑘 ∈ ℕ thì lũy thừa bậc 𝑘 của 𝐴, kí hiệu 𝐴𝑘 

là ma trận được xác định bằng qui nạp như sau: 

∗ Nếu 𝑘 = 0 thì qui ước 𝐴0 = 𝐼𝑛. 

∗ Nếu 𝑘 = 1 thì qui ước 𝐴1 = 𝐴. 

∗ Nếu 𝑘 ≥ 2 thì 𝐴𝑘 = 𝐴. 𝐴…𝐴 (𝑘 lần) 

Ví dụ 16: Cho ma trận 𝐴 = [
0 1 0
0 0 1
0 0 0

]. Khi đó 𝐴2 = [
0 0 1
0 0 0
0 0 0

] , 𝐴3 = [
0 0 0
0 0 0
0 0 0

]. 

Tính chất: Cho các ma trận 𝐴, 𝐵, 𝜃 ∈ 𝑀𝑛(ℝ) và 𝑘, 𝑙 ∈ ℕ. Khi đó  

1. 𝜃𝑘 = 𝜃; 𝐼𝑛
𝑘 = 𝐼𝑛; 𝐴

𝑘+𝑙 = 𝐴𝑘𝐴𝑙; 𝐴𝑘𝑙 = (𝐴𝑘)𝑙 . 

2. (𝐴 + 𝐵)2 = 𝐴2 + 𝐴𝐵 + 𝐵𝐴 + 𝐵2. 

3. Nếu 𝐴 = diag(𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) thì 𝐴𝑘 = diag(𝑎1
𝑘, 𝑎2

𝑘, … , 𝑎𝑛
𝑘). 

Ví dụ 17: Tính 𝐷 = 𝐶2 + 2𝐶 + 𝐼3 − (𝐴𝐵)
𝑇, với 𝐴, 𝐵, 𝐶 là các ma trận cho bởi 

𝐴 = [
   1 −1
   0    2
−3 −2

] , 𝐵 = [
   0 1 −2
−1 0 −3

] , 𝐶 = [
1 −1    2
0    1 −1
1    1 −1

]. 

Bài giải 

Ta có thể tính từng giá trị một hoặc có thể nhận thấy 

𝐶2 + 2𝐶 + 𝐼3 = 𝐶
2 + 𝐶𝐼3 + 𝐼3𝐶 + 𝐼3

2 = (𝐶 + 𝐼3)
2. 

𝐷 = (𝐶 + 𝐼3)
2 − (𝐴𝐵)𝑇 = [

2 −1    2
0    2 −1
1    1    0

]

2

− [
   1    1    1
−2    0 −6
   2 −3  12

]

𝑇

= [
5 −3   4
1    3   4
0    4 −11

]. 

1.1.4. Các phép biến đổi sơ cấp 
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Cho ma trận 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑚×𝑛
(𝑚 ≥ 2), ta gọi các phép biến đổi sơ cấp dòng trên 𝐴 là 

một trong các dạng sau (kết quả sau khi thực hiện các phép biến đổi sơ cấp dòng trên 𝐴 

sẽ tạo ra một ma trận mới, giả sử là ma trận 𝐵): 

∗ Phép 1: Đổi vị trí hai dòng của ma trận. Giả sử đổi chỗ dòng 𝑖 và dòng 𝑗, kí hiệu 

𝐴
  𝑑𝑖↔𝑑𝑗  
→     𝐵. 

Ví dụ: [
1 1 2
1 2 1
2 3 3

    
1
3
4
 ]
  𝑑1↔𝑑2  
→     [

1 2 1
1 1 2
2 3 3

    
3
1
4
]. 

∗ Phép 2: Nhân một dòng nào đó của ma trận với một số (thuộc ℝ) khác không. Giả 

sử nhân dòng 𝑖 với số 𝜆 ∈ ℝ\{0}, kí hiệu 

𝐴
  𝑑𝑖→𝜆𝑑𝑖  
→     𝐵. 

Ví dụ: [
1 1 2
1 2 1
2 3 3

    
1
3
4
 ]
  𝑑1→3𝑑1  
→       [

3 3 6
1 2 1
2 3 3

    
3
3
4
 ]. 

∗ Phép 3: Cộng vào một dòng nào đó của ma trận, một dòng khác đã được nhân với 

một số (thuộc ℝ). Giả sử cộng vào dòng 𝑖, dòng 𝑗 nhân với 𝜆 ∈ ℝ, kí hiệu 

𝐴
  𝑑𝑖→𝑑𝑖+𝜆𝑑𝑗  
→        𝐵. 

Ví dụ: [
1 1 2
1 2 1
2 3 3

    
1
3
4
 ]
  𝑑3→𝑑3−2𝑑2  
→          [

1    1 2
1    2 1
0 −1 1

    
   1
   3
−2
 ]. 

Chú ý:   

i) Ta có thể thực hiện liên tiếp nhiều phép biến đổi sơ cấp dòng trên 𝐴 nhưng không 

được gây nhầm lẫn. 

ii) Định nghĩa tương tự ta có các phép biến đổi sơ cấp cột trên 𝐴. 

Ví dụ 18:  

𝐴 = [
1 1 2
1 2 1
2 3 3

    
1
3
4
  
5
7
10
]
  𝑑1↔𝑑2  
→     [

1 2 1
1 1 2
2 3 3

    
3
1
4
  
7
5
10
]
  𝑑3→𝑑3−2𝑑2  
→         [

1 2    1
1 1    2
0 1 −1

    
3
1
2
   
7
5
0
]. 

𝐵 = [

1
1
2
3

  

   1
−1
   1
   1

  

   1
   1
−3
   3

  

   1
−1
   1
   1

 ] 2 2 1

3 3 1

4 4 1

2

3

d d d

d d d

d d d

 

 

 

 [

1
0
0
0

  

   1
−2
−1
−2

  

   1
   0
−5
   0

  

   1
−2
−1
−2

 ]. 

Ví dụ 19: Hãy dùng các phép biến đổi sơ cấp dòng đưa ma trận 𝐴 = [

1
2
3
1

  

2
4
6
2

  

0
1
2
1

  

2
3
3
0

  

1
0
1
1

 ] 

về dạng bậc thang. 
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Bài giải 

𝐴 = [

1
2
3
1

  

2
4
6
2

  

0
1
2
1

  

2
3
3
0

  

1
0
1
1

 ] ⟶ [

1
0
0
0

  

2
0
0
0

  

0
1
2
1

  

   2
−1
−3
−2

  

   1
−2
−2
   0

 ] ⟶ [

1
0
0
0

  

2
0
0
0

  

0
1
0
0

  

   2
−1
−1
−1

  

   1
−2
   2
   2

 ] ⟶ [

1
0
0
0

  

2
0
0
0

  

0
1
0
0

  

   2
−1
−1
   0

  

   1
−2
   2
   0

 ]. 

1.2. Định thức 

1.2.1. Định nghĩa định thức  

a. Ma trận con cấp 𝒌 

Cho ma trận 𝐴 cấp 𝑚 × 𝑛. Ma trận vuông cấp 𝑘 lập từ các phần tử nằm trên giao của 

𝑘 dòng và 𝑘 cột được gọi là ma trận con vuông cấp 𝑘 của 𝐴.  

b. Ma trận con ứng với một phần tử 

Cho 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑛×𝑛 là ma trận vuông cấp 𝑛, ma trận con cấp 𝑛 − 1 lập từ 𝐴 bằng cách 

bỏ đi dòng 𝑖 và cột 𝑗 được gọi là ma trận con của 𝐴 ứng với phần tử 𝑎𝑖𝑗 , kí hiệu 𝑀𝑖𝑗 . 

Ví dụ 19: Cho ma trận 𝐴 = [
1 −1    2
0    1 −1
1    1 −1

]. 

Khi đó 𝑀11 = [
1 −1
1 −1

] ,𝑀12 = [
0 −1
1 −1

] ,𝑀23 = [
1 −1
1    1

]. 

c. Định nghĩa định thức 

Cho 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑛×𝑛 là ma trận vuông cấp 𝑛. Định thức cấp 𝑛 (hoặc đơn giản là định 

thức) của ma trận 𝐴, kí hiệu det 𝐴 hoặc |𝐴|, được định nghĩa bằng qui nạp như sau: 

 Với 𝐴 cấp 1 (𝑛 = 1), 𝐴 = [𝑎11], khi đó det 𝐴 = 𝑎11. 

 Với 𝐴 cấp 2 (𝑛 = 2), 𝐴 = [
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

], khi đó  

det 𝐴 = 𝑎11 det𝑀11 − 𝑎12 det𝑀12 = 𝑎11𝑎22 − 𝑎12𝑎21. 

(chú ý 𝑎11, 𝑎12 là các phần tử nằm trên dòng 1) 

 Với 𝐴 cấp 𝑛 ≥ 3, khi đó 

det 𝐴 = 𝑎11 det𝑀11 − 𝑎12 det𝑀12 +⋯+ (−1)
1+𝑛𝑎1𝑛 det𝑀1𝑛. 

(chú ý 𝑎11, 𝑎12, 𝑎1𝑛 là các phần tử nằm trên dòng 1) 

Chú ý: Gọi 𝐴𝑖𝑗 = (−1)
𝑖+𝑗 det𝑀𝑖𝑗 là phần bù đại số của phần tử 𝑎𝑖𝑗. Khi đó 

det 𝐴 = 𝑎11𝐴11 + 𝑎12𝐴12 +⋯+ 𝑎1𝑛𝐴1𝑛. 

Ví dụ 20: Tính định thức của ma trận  𝐴 = [
1 −1    2
0    1 −1
1    1 −1

]. 

Bài giải 
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Ta có 𝐴11 = (−1)
1+1 det𝑀11 = |

1 −1
1 −1

| = 1. (−1) − (−1). 1 = 0 

𝐴12 = (−1)
1+2 det𝑀12 = −1 |

0 −1
1 −1

| = −(0. (−1) − (−1). 1) = −1 

𝐴13 = (−1)
1+3 det𝑀13 = |

0 1
1 1

| = 0.1 − 1.1 = −1 

Do đó det 𝐴 = 𝑎11𝐴11 + 𝑎12𝐴12 + 𝑎13𝐴13 = 1.0 + (−1). (−1) + 2. (−1) = −1. 

Chú ý: Từ định nghĩa, bằng chứng minh qui nạp ta cũng có 

det 𝐴 = 𝑎11𝐴11 + 𝑎21𝐴21 +⋯+ 𝑎𝑛1𝐴𝑛1. 

(chú ý 𝑎11, 𝑎21, 𝑎𝑛1 là các phần tử nằm trên cột 1). 

Nhận xét:  

 i) det 𝜃 = 0; det 𝐼𝑛 = 1; det diag(𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) = 𝑎1. 𝑎2…𝑎𝑛. 

 ii) Quy tắc lấy tích đường chéo chính trừ cho tích đường chéo phụ đối với định 

thức cấp 2. 

iii) Quy tắc sáu đường chéo (Quy tắc Sarius) đối với định thức cấp 3. 

 

Ví dụ 21: Tính định thức của ma trận 𝐴 và 𝐴𝑇, với 𝐴 = [

0
4
3
2

     

0
1
1
3

     

3
2
0
3

    

−1
−1
   2
   5

 ] 

Bài giải 

Ta có det 𝐴 = 0𝐴11 + 0𝐴12 + 3𝐴13 + (−1)𝐴14 

𝐴13 = (−1)
1+3 det𝑀13 = |

4 1 −1
3 1    2
2 3    5

| = −22. 

𝐴14 = (−1)
1+4 det𝑀14 = − |

4 1 2
3 1 0
2 3 3

| = −17. 

⟹ det𝐴 = 3. (−22) + (−1). (−17) = −49 (tương tự det 𝐴𝑇 = −49). 

1.2.2. Các tính chất của định thức 

Cho 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑛×𝑛 là ma trận vuông cấp 𝑛.  

a. Tính chất 1 
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Định thức không đổi qua phép chuyển vị, tức là det 𝐴𝑇 = det 𝐴. 

b. Tính chất 2 

Nếu đổi vị trí hai dòng (hay hai cột) của ma trận thì định thức đổi dấu. 

Ví dụ: |
1    0 −1
0    3    2
2 −1    1

| = − |
0    3    2
1    0 −1
2 −1    1

| = |
0    3    2
2 −1    1
1    0 −1

|. 

c. Tính chất 3 

Định thức có hai dòng (hay hai cột) giống nhau thì bằng 0. 

Ví dụ: |
1 0 −1
0 3    2
0 3    2

| = 0. 

d. Tính chất 4 

Định thức có một dòng không (hay một cột không) thì định thức bằng 0. 

Ví dụ: |
1 0 −1
0 0    0
1 3    2

| = 0, |
   2 0    1
−1 0    3
   2 0 −1

| = 0. 

|

1
0
0
0

    

3
2
0
0

  

   2
   1
−1
   0

  

−5
   2
   2
   4

| = 1 |
2    1 2
0 −1 2
0    0 4

| − 3 |
0    1 2
0 −1 2
0    0 4

| + 2 |
0 2 2
0 0 2
0 0 4

| − (−5) |
0 2    1
0 0 −1
0 0    0

|

= 1.2. (−1). 4 = −8. 

Hệ quả: Định thức của ma trận tam giác bằng tích các phần tử trên đường chéo chính 

e. Tính chất 5 

Nhân tử chung của tất cả phần tử trên một dòng (cột) có thể đem ra ngoài định thức. 

Ví dụ: |
1 0 −1
0 1    0
2 4    2

| = 2 |
1 0 −1
0 1    0
1 2    1

|. 

Chú ý:  i) Tính chất trên có thể phát biểu cách khác là: nếu nhân tất cả phần tử trên  

một dòng (cột) cho số 𝜆 ≠ 0 thì định thức tăng lên 𝜆 lần. 

            ii) det 𝜆𝐴 = 𝜆𝑛. det 𝐴. 

f. Tính chất 6 

Định thức có hai dòng (hai cột) mà các phần tử tương ứng tỉ lệ thì bằng 0. 

Ví dụ: |
1 0 −1
1 2    1
2 4    2

| = 0. 

g. Tính chất 7 
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Nếu định thức có một dòng (một cột) mà mỗi phần tử là tổng của hai số hạng thì ta có 

thể tách thành tổng hai định thức. Vậy 

|

𝑎11
𝑎21 + 𝑏21

⋮
𝑎𝑛1

  

𝑎12
𝑎22 + 𝑎21

⋮
𝑎𝑛2

  

⋯
⋯
⋱
⋯

  

𝑎1𝑛
𝑎2𝑛 + 𝑏21

⋮
𝑎𝑛𝑛

| = |

𝑎11
𝑎21
⋮
𝑎𝑛1

  

𝑎12
𝑎22
⋮
𝑎𝑛2

  

⋯
⋯
⋱
⋯

  

𝑎1𝑛
𝑎2𝑛
⋮
𝑎𝑛𝑛

| + |

𝑎11
𝑏21
⋮
𝑎𝑛1

  

𝑎12
𝑎21
⋮
𝑎𝑛2

  

⋯
⋯
⋱
⋯

  

𝑎1𝑛
𝑏21
⋮
𝑎𝑛𝑛

|. 

Ví dụ: |
cos2 𝛼 1 3
sin2 𝛽 2 2
2 1 0

| + |
sin2 𝛼 1 3
cos2 𝛽 2 2
2 1 0

| = |
1 1 3
1 2 2
4 1 0

|. 

h. Tính chất 8 

Định thức sẽ không đổi nếu ta cộng vào một dòng (hay một cột) với 𝜆 lần dòng (cột) 

khác (𝜆 ∈ 𝐾). 

Ví dụ: |
1 0 −1
0 1    0
2 4    2

| 𝑑1 → 𝑑1 + 3𝑑2̿̿ ̿̿ ̿̿ ̿̿ ̿̿ ̿̿ ̿̿ ̿̿ ̿̿ ̿ |
1 3 −1
0 1    0
1 2    1

|. 

Nhận xét: Như vậy ta sẽ dùng tính chất này đưa định thức ban đầu về định thức của 

ma trận tam giác, hoặc càng tạo ra nhiều số 0 càng tốt. 

Ví dụ: 

|

1
1
1
1

   

   2
   3
−1
   0

   

−1
−1
   1
   1

   

   1
   2
   1
−1

| = |

1
0
0
0

   

   2
   1
−3
−2

   

−1
   0
   2
   2

   

   1
   1
   0
−2

| = |

1
0
0
0

    

2
1
0
0

   

−1
   0
   2
   2

    

1
1
3
0

| = |

1
0
0
0

   

2
1
0
0

   

−1
   0
   2
   0

   

   1
   1
   3
−3

| = −6. 

Chú ý: Như vậy ta có phương pháp đầu tiên để tính nhanh định thức là áp dụng linh 

hoạt các tính chất. 

Ví dụ 22: Tính định thức sau (𝑚 ∈ ℝ) 

∆= |

𝑚
2
2
2

   

2
𝑚
2
2

   

2
2
 𝑚
2

   

2
2
2
𝑚

|. 

Bài giải 

Ý tưởng đầu tiên là cộng các dòng về dòng 1, xuất hiện nhân tử chung. 

∆= |

𝑚 + 6
2
2
2

   

𝑚 + 6
𝑚
2
2

   

𝑚 + 6
2
 𝑚
2

   

𝑚 + 6
2
2
𝑚

| = |

𝑚 + 6
2
2
2

   

𝑚 + 6
𝑚
2
2

   

𝑚 + 6
2
 𝑚
2

   

𝑚 + 6
2
2
𝑚

| 

= (𝑚 + 6) |

1
2
2
2

   

1
𝑚
2
2

   

1
2
 𝑚
2

   

1
2
2
𝑚

| = (𝑚 + 6) |

1
0
0
0

   

1
𝑚 − 2
0
0

   

1
0

 𝑚 − 2
0

   

1
0
0

𝑚 − 2

| 
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     = (𝑚 + 6)(𝑚 − 2)3. 

1.2.3. Công thức khai triển định thức (khai triển Laplace) 

Cho 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑛 là ma trận vuông cấp 𝑛. Ta có khai triển Laplace như sau: 

 Khai triển theo dòng thứ 𝑖 

det 𝐴 = 𝑎𝑖1𝐴𝑖1 + 𝑎𝑖2𝐴𝑖2 +⋯+ 𝑎𝑖𝑛𝐴𝑖𝑛

= 𝑎𝑖1(−1)
𝑖+1|𝑀𝑖1| + 𝑎𝑖2(−1)

𝑖+2|𝑀𝑖2| + ⋯+ 𝑎𝑖𝑛(−1)
𝑖+𝑛|𝑀𝑖𝑛|. 

 Khai triển theo cột thứ 𝑗 

det 𝐴 = 𝑎1𝑗𝐴1𝑗 + 𝑎2𝑗𝐴2𝑗 +⋯+ 𝑎𝑛𝑗𝐴𝑛𝑗

= 𝑎1𝑗(−1)
1+𝑗|𝑀1𝑗| + 𝑎2𝑗(−1)

2+𝑗|𝑀2𝑗| + ⋯+ 𝑎𝑖𝑛(−1)
𝑛+𝑗|𝑀𝑛𝑗|. 

Ví dụ 23: Tính định thức sau bằng hai cách, khai triển theo dòng 1 và theo cột 2 

∆= | 

1
2
1
3

   

0
0
3
0

    

0
1
2
2

    

2
2
3
1

 |. 

Hướng dẫn: Theo dòng 1: ∆= 𝑎11𝐴11 + 𝑎12𝐴12 + 𝑎13𝐴13 + 𝑎14𝐴14 

= 1(−1)1+1 |
0 1 2
3 2 3
0 2 1

| + 2(−1)1+4 |
2 0 1
1 3 2
3 0 2

| = 3. 

Theo cột 2:  ∆= 3(−1)3+2 |
1 0 2
2 1 2
3 2 1

| = 3. 

Nhận xét: Khi tính định thức, ta nên khai triển Laplace theo dòng (hay cột) có chứa 

nhiều phần tử 0 nhất. 

Chú ý: Như vậy ta có hai phương pháp tính định thức là áp dụng các tính chất hoặc 

dùng khai triển Laplace. Tuy nhiên ta có thể vận dụng linh hoạt hai phương pháp này. 

Ví dụ 23: Tính định thức sau: ∆= |
|

1
2
1
3
4

   

   1
−1
   2
   3
   4

   

   1
   1
−1
   2
   4

    

2
3
2
1
7

    

1
1
2
0
4

|
| 

Hướng dẫn: ∆= |
|

1
0
0
0
0

   

   1
−3
   1
   0
   0

   

   1
−1
−2
−1
   0

   

   2
−1
   0
−5
−1

   

   1
−1
   1
−3
   0

|
| = 1(−1)1+1 |

−3
   1
   0
   0

   

−1
−2
−1
   0

   

−1
   0
−5
−1

   

−1
   1
−3
   0

| 

= −1(−1)4+3 |
−3 −1 −1
   1 −2    1
   0 −1 −3

| = −23. 
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Định lí: Cho 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑀𝑛(ℝ). Khi đó det 𝐴𝐵 = det 𝐴 . det 𝐵. 

Ví dụ 24: Cho ma trận 𝐴 = [
1 1 −1
2 0    3
1 2 −3

] , 𝐵 = [
2 1 4
2 𝑥 3
1 2 1

]. Tìm 𝑥 biết det 𝐴𝐵 = 1. 

Hướng dẫn: 1 = det 𝐴𝐵 = det 𝐴 . det 𝐵 = −1(−2𝑥 + 5) = 2𝑥 − 5. Do đó 𝑥 = 3. 

Chú ý: Ma trận vuông 𝐴 được gọi là không suy biến nếu det 𝐴 ≠ 0. 

1.3. Hạng của ma trận 

1.3.1. Định nghĩa 

a. Định thức con cấp 𝒌 

Cho ma trận 𝐴 cấp 𝑚 × 𝑛. Định thức của  ma trận con vuông cấp 𝑘 của 𝐴 được gọi là 

định thức con cấp 𝑘 của 𝐴. 

Nhận xét: Nếu ma trận 𝐴 có tất cả các định thức con cấp 𝑘 đều bằng 0 thì các định 

thức con cấp cao hơn cũng bằng 0. 

b. Hạng của ma trận 

Cho ma trận 𝐴 cấp 𝑚 × 𝑛. Hạng của ma trận 𝐴, kí hiệu rank 𝐴 hoặc 𝑟(𝐴), là số 

nguyên 𝑟 không âm thỏa mãn các điều kiện sau: 

∗ Nếu 𝐴 = 𝜃 thì 𝑟 = 0. 

∗ Nếu 𝐴 ≠ 𝜃 thì 𝑟 là số nguyên dương lớn nhất sao cho 𝐴 có định thức con cấp 𝑟 

khác không. 

Ví dụ 25: Tính hạng của các ma trận sau: 

𝐴 = [
1 2 3
4 5 6
7 8 9

] , 𝐵 = [
   1 2 1
−1 1 1
   1 5 3

    
−3
   0
−6
] , 𝐶 = [

1 −2 0
0    0 1
0    0 0

    
1
2
3
]. 

Bài giải 

Ta thấy 𝐴 là ma trận vuông cấp 3 nên 𝐴 chỉ có một định thức con cấp 3 là det 𝐴, ta 

tính được det 𝐴 = 0. Tính thử các định thức con cấp 2, ta thấy |
1 2
4 5

| = −3. Nên theo 

định nghĩa ta được 𝑟(𝐴) = 2. 

Ma trận 𝐵 không phải là ma trận vuông. Định thức con cấp lớn nhất là cấp 3, có 𝐶4
3 

định thức con cấp 3. Tính thử ta thấy 

|
   1 2 1
−1 1 1
   1 5 3

| = |
   1 2 −3
−1 1    0
   1 5 −6

| = |
   1 1 −3
−1 1    0
   1 3 −6

| = |
2 1 −3
1 1    0
5 3 −6

| = 0. 

Kiểm tra thử các định thức con cấp 2, ta thấy |
   1 2
−1 1

| = 3. Nên theo định nghĩa ta 

được 𝑟(𝐵) = 2. 
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Ma trận 𝐶 có 𝑟(𝐶) = 3 vì |
1 0 1
0 1 2
0 0 3

| = 3. 

Nhận xét:  i) 𝑟(𝐴) ≤ min{𝑚, 𝑛}. 

ii) Nếu 𝐴 là ma trận vuông cấp 𝑛 thì 𝑟(𝐴) = 𝑛 ⟺ det𝐴 ≠ 0. 

iii) 𝑟(𝐴) = 𝑟(𝐴𝑇). 

Ví dụ 26: Tìm 𝑚 ∈ ℝ để ma trận sau có hạng là 3. 

𝐴 = [
𝑚 −1 −2
0    3    2
2   𝑚    1

]. 

Bài giải 

Ta có det 𝐴 = −2𝑚2 + 3𝑚 − 8 < 0, ∀𝑚 ∈ ℝ. Do đó 𝑟(𝐴) = 3 với ∀𝑚 ∈ ℝ. 

1.3.2. Cách tìm hạng của ma trận 

Để tìm hạng bằng ma trận, nếu ta lần lượt xét các định thức con đôi khi rất khó khăn. 

Do đó ta cần có một phương pháp khác để tính hạng của ma trận. Cơ sở của phương 

pháp này dựa trên hai định lí sau: 

Định lí 1: Các phép biến đổi sơ cấp dòng không làm thay đổi hạng của ma trận. 

Định lí 1: Hạng của ma trận bậc thang dòng bằng với số dòng khác không của nó. 

Như vậy để tìm hạng của một ma trận ta sẽ dùng các phép biến đổi sơ cấp trên dòng 

đưa ma trận về dạng bậc thang. Số dòng khác không của ma trận bậc thang đó sẽ là 

hạng của ma trận cần tìm. 

Trong Ví dụ 25 ta tìm hạng của 𝐵 bằng các phép biến đổi sơ cấp. 

[
   1 2 1
−1 1 1
   1 5 3

    
−3
   0
−6
] ⟶ [

1 2 1
0 3 2
0 3 2

    
−3
−3
−3
] ⟶ [

1 2 1
0 3 2
0 0 0

    
−3
−3
   0
] 

Do đó 𝑟(𝐵) = 2. 

Nhận xét: Ta có thể tìm hạng của ma trận bậc bằng các phép biến đổi sơ cấp trên cột. 

Ví dụ 27: Biện luận theo 𝑚 ∈ ℝ hạng của ma trận 𝐴 = [
𝑚 + 1 1 3
2 𝑚 + 2 0
2𝑚 1 3

]. 

Bài giải 

[
𝑚 + 1 1 3
2 𝑚 + 2 0
2𝑚 1 3

] ⟶ [
3 1 𝑚 + 1
0 𝑚 + 2 2
3 1 2𝑚

] ⟶ [
3 1 𝑚 + 1
0 𝑚 + 2 2
0 0 𝑚 − 1

] 

Với 𝑚 = 1 thì 𝑟(𝐴) = 2. 

Với 𝑚 = −2 thì  



 

 

 

 

 

 

 

Bài giảng Toán cao cấp A1  Chương 1 – Ma trận – Định thức 

Bành Thị Hồng - Bùi Hùng Vương  16 
 

𝐴 ⟶ [
3 1 −1
0 0    2
0 0 −3

] ⟶ [
3 1 −1
0 0    2
0 0    0

] ⟹ 𝑟(𝐴) = 2. 

Với 𝑚 ≠ 1 và 𝑚 ≠ −2 thì 𝑟(𝐴) = 3. 

1.4. Ma trận nghịch đảo 

1.4.1. Định nghĩa, điều kiện tồn tại và công thức tính 

a. Định nghĩa 

Cho ma trận vuông 𝐴 cấp 𝑛, nếu tồn tại ma trận vuông 𝐵 cấp 𝑛 sao cho 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 =

𝐼𝑛 thì ta nói 𝐴 khả đảo và gọi 𝐵 là ma trận nghịch đảo của ma trận 𝐴, kí hiệu 𝐴−1. 

Vậy 𝐴𝐴−1 = 𝐴−1𝐴 = 𝐼𝑛. 

b. Điều kiện tồn tại 

Ta thừa nhận định lí sau 

Định lí: Ma trận vuông 𝐴 có ma trận nghịch đảo (khả đảo) khi và chỉ khi 𝐴 không 

suy biến (det 𝐴 ≠ 0). 

c. Tính chất của ma trận nghịch đảo 

Cho 𝐴, 𝐵 là các ma trận vuông cấp 𝑛, không suy biến. Khi đó 

1. (𝐴−1)−1 = 𝐴; (𝑘𝐴)−1 =
1

𝑘
𝐴−1. 

2. (𝐴𝐵)−1 = 𝐵−1𝐴−1. 

3. (𝐴𝑇)−1 = (𝐴−1)𝑇 . 

d. Công thức tìm ma trận nghịch đảo 

Cho 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑛 là ma trận vuông không suy biến cấp 𝑛. Tính các phần bù đại số 

𝐴𝑖𝑗 = (−1)
𝑖+𝑗 det𝑀𝑖𝑗 , khi đó  

𝐴−1 =
1

det 𝐴
[

𝐴11
𝐴21
⋮
𝐴𝑛1

  

𝐴12
𝐴22
⋮
𝐴𝑛2

  

⋯
⋯
⋱
⋯

  

𝐴1𝑛
𝐴2𝑛
⋮
𝐴𝑛𝑛

]

𝑇

=
1

det 𝐴
[

𝐴11
𝐴12
⋮
𝐴1𝑛

  

𝐴21
𝐴22
⋮
𝐴2𝑛

  

⋯
⋯
⋱
⋯

  

𝐴𝑛1
𝐴𝑛2
⋮
𝐴𝑛𝑛

]. 

Ví dụ 28: Tìm ma trận nghịch đảo (nếu có) của các ma trận sau 

𝐴 = [
1 2 1
1 1 2
3 5 4

] , 𝐵 = [
1 2 1
0 1 1
1 2 3

] , 𝐶 = [

0
1
1
1

   

1
0
1
1

    

1
1
0
1

    

1
1
1
0

] 

Bài giải 

∗ Ta có det 𝐴 = 0 nên 𝐴 không có ma trận nghịch đảo. 

∗ Ta có det 𝐵 = 2 nên 𝐵 khả nghịch. Ta tính các phần bù đại số 
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𝐵11 = (−1)
1+1 |

1 1
2 3

| = 1, 𝐵12 = (−1)
1+2 |

0 1
1 3

| = 1, 𝐵13 = (−1)
1+3 |

0 1
1 2

| = −1 

𝐵21 = (−1)
2+1 |

2 1
2 3

| = −4, 𝐵22 = (−1)
2+2 |

1 1
1 3

| = 2, 𝐵23 = (−1)
2+3 |

1 2
1 2

| = 0 

𝐵31 = (−1)
3+1 |

2 1
1 1

| = 1, 𝐵32 = (−1)
3+2 |

1 1
0 1

| = −1, 𝐵33 = (−1)
3+3 |

1 2
0 1

| = 1 

Vậy 𝐵−1 =
1

det𝐵
[

𝐵11 𝐵21 𝐵31
𝐵12 𝐵22 𝐵32
𝐵13 𝐵23 𝐵33

] =
1

2
[
   1 −4    1
   1 2 −1
−1 0    1

] = [
   1 2⁄ −2    1 2⁄

   1 2⁄    1 − 1 2⁄

−1 2⁄    0    1 2⁄
] 

∗ det 𝐶 = −3. Việc tìm ma trận nghịch đảo của 𝐶 xin giành cho các bạn độc giả. 

1.4.2. Tìm ma trận nghịch đảo bằng các phép biến đổi sơ cấp dòng 

Cho 𝐴 là ma trận vuông cấp 𝑛, không suy biến. Để tìm 𝐴−1 ta có thể sử dụng các 

phép biến đổi sơ cấp dòng. Cụ thể ta có quy tắc thực hàng như sau: 

Quy tắc thực hành 

Lập ma trận ghép [𝐴|𝐼𝑛] (có cấp 𝑛 × 2𝑛)  

[𝐴|𝐼𝑛] = [

𝑎11
𝑎21
⋮
𝑎𝑛1

  

𝑎12
𝑎22
⋮
𝑎𝑛2

  

⋯
⋯
⋱
⋯

  

𝑎1𝑛
𝑎21
⋮
𝑎𝑛𝑛

|

1
0
⋮
0

  

0
1
⋮
0

  

⋯
⋯
⋱
⋯

  

0
0
⋮
1

]. 

Sau đó dùng các phép biến đổi sơ cấp trên dòng đưa ma trận [𝐴|𝐼𝑛] về dạng [𝐼𝑛|𝐵]. 

Khi đó 𝐵 chính là ma trận nghịch đảo của 𝐴, 𝐴−1 = 𝐵. 

Xét Ví dụ 28 ta tìm ma trận nghịch đảo của ma trận 𝐶. Ta có 

[𝐶|𝐼4] = [

0
1
1
1

   

1
0
1
1

    

1
1
0
1

    

1
1
1
0

|

1
0
0
0

   

0
1
0
0

    

0
0
1
0

    

0
0
0
1

] ⟶ [

3
1
1
1

   

3
0
1
1

    

3
1
0
1

    

3
1
1
0

|

1
0
0
0

   

1
1
0
0

    

1
0
1
0

    

1
0
0
1

] 

 ⟶ [

1
1
1
1

   

1
0
1
1

    

1
1
0
1

    

1
1
1
0

|

1/3

0
0
0

   

1/3

1
0
0

    

1/3

0
1
0

    

1/3

0
0
1

] ⟶ [

1
0
0
0

   

   1
−1
   0
   0

    

   1
   0
−1
   0

    

   1
   0
   0
−1

|

   1/3

−1/3

−1/3

−1/3

   

   1/3

  2/3
−1/3

−1/3

    

   1/3

−1/3

  2/3
−1/3

    

  1/3
−1/3

−1/3

  2/3

] 

 ⟶ [

1
0
0
0

   

0
1
0
0

    

0
0
1
0

    

0
0
0
1

|

  −2/3

  1/3
  1/3
  1/3

   

  1/3

−2/3

  1/3

  1/3

    

  1/3
  1/3
−2/3

  1/3

    

  1/3
  1/3
  1/3
−2/3

] ⟹ 𝐶−1 = [

  −2/3

  1/3
  1/3
  1/3

   

  1/3

−2/3

  1/3

  1/3

    

  1/3
  1/3
−2/3

  1/3

    

  1/3
  1/3
  1/3
−2/3

]. 

Ứng dụng của ma trận nghịch đảo giải phương trình ma trận 

Xét phương trình ma trận 𝐴𝑋 = 𝐵 hoặc (𝑋𝐴 = 𝐵). Nếu 𝐴 khả nghịch thì  
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𝑋 = 𝐴−1𝐵(𝑋 = 𝐵𝐴−1). 

Ví dụ 29: Tìm ma trận 𝑋 thỏa 𝐴𝑋 − 𝐵 = 0 trong đó 𝐴 = [
−4 7
−1 2

] , 𝐵𝑇 = [
1 −2
3    5
8 −6

]. 

Bài giải 

Ta có 𝐵 = [
   1 3    8
−2 5 −6

] , 𝐴−1 = [
−2 7
−1 4

]. Do đó 𝑋 = 𝐴−1𝐵 = [
−16 29 −58
−9 17 −32

]. 

BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM CHƯƠNG 1 

Chọn câu trả lời đúng nhất cho các câu hỏi dưới đây. 

Dạng toán: Ma trận và các phép toán 

1. Cho hai ma trận 𝐴 = [
1 2 1
3 0 2

] , 𝐵 = [
0 −1
2    1

]. Khẳng định nào đúng? 

A.  𝐴 + 𝐵 = [
1 1 1
5 1 2

] B. 𝐴 + 𝐵 = [
1 2 0
3 2 3

] 

C. 𝐴 + 𝐵 = [
1 2 0
5 0 3

] D. 𝐴 + 𝐵 không tồn tại 

2. Cho hai ma trận 𝐴 = [
   1 2 1
−1 0 2

] , 𝐵 = [
0 −1 −1
2    1    3

]. Khẳng định nào đúng? 

A.  𝐴 + 𝐵 = [
1 1 0
1 1 5

] B. 𝐴 + 𝐵 = [
1 3 2
1 1 3

] 

C. 𝐴 + 𝐵 = [
1 3 2
3 2 5

] D. 𝐴 + 𝐵 không tồn tại 

3. Cho hai ma trận 𝐴 = [
1 2 1
3 0 2

] , 𝐵 = [
   0 1
−1 2
   2 1

]. Khẳng định nào KHÔNG đúng? 

A.  𝐴 + 𝐵 = [
1 1 3
4 2 3

] B. 𝐴𝐵 = [
0 6
4 5

] 

C. 𝐴 − 𝐵 không tồn tại D. 𝐴 + 𝐵 không tồn tại 

4. Cho hai ma trận 𝐴 = [
1 2 1
3 0 2

] , 𝐵𝑇 = [
   0 1
−1 2
   2 1

]. Khẳng định nào đúng 

A.  𝐴 + 𝐵 = [
1 1 3
4 2 3

] B. 𝐴𝐵 = [
0 6
4 5

] 

C. 𝐴 − 𝐵 không tồn tại D. 𝐴 + 𝐵 không tồn tại 

5. Cho hai ma trận 𝐴 = [
1 0
0 0

] , 𝐵 = [
0 1
0 2
0 3

]. Khẳng định nào sau đây là đúng 

A. 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴  B. 𝐴𝐵 xác định nhưng 𝐵𝐴 không xác định 
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C. 𝐵𝐴 = [
0 0
0 0
0 0

]  D. 𝐴𝐵 = [
0 0
0 0

] 

6. Cho hai ma trận 𝐴 = [
1 0 1
0 1 2

] , 𝐵 = [
1 1
2 1
0 1

]. Khẳng định nào đúng 

A.  𝐴𝐵 và 𝐵𝐴 đều không xác định B. 𝐴𝐵 xác định nhưng 𝐵𝐴 không xác định 

C. 𝐵𝐴 xác định nhưng 𝐴𝐵 không xác định D. 𝐴𝐵 và 𝐵𝐴 đều xác định 

7. Cho hai ma trận 𝐴 = [
1 0 1
0 1 2

] , 𝐵𝑇 = [
1 1
2 1
0 1

]. Khẳng định nào đúng 

A.  𝐴𝐵 và 𝐵𝐴 đều không xác định B. 𝐴𝐵 xác định nhưng 𝐵𝐴 không xác định 

C. 𝐵𝐴 xác định nhưng 𝐴𝐵 không xác định D. 𝐴𝐵 và 𝐵𝐴 đều xác định 

8. Cho hai ma trận 𝐴 = [
   1 2 1
−2 0 1

] , 𝐵 = [
1 1    0
2 3 −1
0 2    0

]. Khẳng định nào là đúng 

A.  𝐴𝐵 = [
   5 9
−2 0

]  B. 𝐴𝐵 = [
   5 9
−2 0

    
−2
   1
] 

C. 𝐴𝐵 = [
   5 9
−2 0

    
−2
0
] D. 𝐵𝐴 xác định nhưng 𝐴𝐵 không xác định 

9. Cho ma trận 𝐴 = [
0 1
1 0

] và ma trận 𝐵 = [
1 −1
1    0

]. Kết quả của phép tính 𝐴. 𝐵𝑇 là 

A.  [
1    0
1 −1

] B. [
1    1
0 −1

] C. [
−1 0
   1 1

] D. [
1 −1
1    0

] 

10. Cho hai ma trận 𝐴 = [
   1 2 1
−2 0 1

] , 𝐵 = [
1 1    0
2 3 −1
0 2    0

]. Kết quả của phép tính 𝐴 +

𝐴. 𝐵𝑇 là 

A.  [
   4    9
−4 −5

    
5
2
]  B. [

   4    9
−4 −5

    
5
1
] 

C. [
   4    9
−4 −5

    
5
0
]  D. Một kết quả khác 

11. Cho hai ma trận 𝐴 = [
1 −2 3
1    0 1
1 −1 1

]. Khi đó ma trận 𝐴2 là kết quả nào sau đây 

A. [
2 −5 4
2 −3 4
1 −3 1

]  B. [
2 −5 4
2 −3 4
1 −3 2

] 

C. [
2 −5 4
2 −3 4
1 −3 3

]  D. [
2 −5 4
2 −3 4
1 −3 4

] 


