Chwong 2

BINH SAI PIEU KIEN

Nhu d3 trinh bay trong chuong 1, theo nguyén 1y binh phuwong nhé nhét
ngudi ta dwa ra hai phuwong phap binh sai cha yéu 1a phwong phap binh sai diéu kién
va binh sai gian tiép. Trong thoi gian trude nam 1980, phuwong phép binh sai diéu
kién (conditional adjustment) d3 dugc st dung kha pho bién dé binh sai cac mang
luéi tric dia, nhung tir khi k¥ thudt may tinh dién to phat trién, phuong phap binh
sai gian tiép lai dugc tng dung chu yéu dé giai quyét nhiém vu binh sai ludi. Tuy
vy, phuong phap binh sai diéu kién van can duoc gidi thiéu trong ndi dung mon
hoc nay dé mdi k¥ su tric dia-ban d6 sau khi ra truong c6 nhan thuc day du vé
phuong phap luan trong tinh toan binh sai ciing nhu c6 kha niang van dung kién thirc
nay vao mot s6 nhiém vu c6 lién quan nhu kiém tra chét luong do va danh gia do
chinh x4c do dua vao sai sé khép cac phuong trinh diéu kién. Vi tiéu chi d6, noi
dung cua phuong phap binh sai diéu kién chi duoc gidi thidu & murc tuong ddi khai
lugec ma khong trinh bay qua chi tiét, di luge bo bét phuong phép binh sai chia
nhom phuong trinh diéu kién.

2.1.CO SO LY THUYET CUA BINH SAI BPIEU KIEN
2.1.1 Khai niém chung

Céac mang luoi trac dia dugc xay dung dé xac dinh toa do x, y (déi voi ludi
mat béng) hoac 36 cao H (déi voi ludi do cao) hoac gia tri trong luc g (déi voi ludi
trong luc) ... tai vi tri cac mbc caa mang ludi. Mot dac diém chung ctua cac mang
ludi trac dia 1a sb tri do trong ludi bao gio cling nhiéu hon sé tri do can thiét, tirc 1a
co tri do thira (con goi 1a tri do du). Tri do thura khong chi c6 tac dung kiém tra, phat
hién sai s6 tho trong két qua do ma con co tac dung nang cao d6 chinh xac va ting
do tin cdy cac yéu td can xac dinh trong mang ludi. Nho ¢o tri do thira ching ta c6
thé tién hanh danh gia d6 chinh xac két qua do cung vdi quy trinh tinh toan binh sai
luoi.

Khi xuét hién mot tri do thira trong ludi, cod thé dua vao quan hé hinh hoc
giita cac yéu tb trong mang ludi dé 1ap mot phuong trinh diéu kién toan hoc rang
budc tri binh sai cta tri do d6 véi tri binh sai ctia cac tri do khac hodc véi sd liéu
gbc trong ludi. Khi c6 r tri do thira ta s& 1ap duoc r phuong trinh diéu kién doc lap.
Chinh vi thé, binh sai diéu kién con duoc goi 1a binh sai voi cac phuong trinh diéu
kién (adjustment with condition equations) [22].

Vi céc tri do ludn ton tai sai sO do cho nén céac tri do khong thoa man
phuong trinh di€u kién, nay sinh cdc mau thuan todn hoc. Nhiém vu cia bai toan
binh sai 1 xir Iy cac mau thuan toan hoc do, tim gia tri xac suat nhat cua dai luong

84



do thoa man dong thoi tt ca cac phuong trinh diéu kién va danh gia do chinh xac
két qua binh sai.

Gia sir trong mot hinh tam giac phang

(hinh 2.1) ¢6 3 goc do dugc ky hi¢u la: 7,2,3 ;
dong thoi ta ky hiéu 1,2',3" 13 tri binh sai ciia 3
gdc trong tam gidc do. B

Theo y nghia hinh hoc, tong cua 3 goc .
trong mot hinh tam giac phai bang tri Iy thuyét -
ctia no tirc 12 bang 180°, nhu vy ta viét dugc Hinh 2.1.
phuong trinh diéu kién hinh tam giac nhu sau:

A A

I+2+3=180° 2.1.1)
Vi cac goc do chira sai s6 do, do vy tong 3 goc do s& khong bang 180° , gia
tri khac biét gitra tri do va tri ly thuyét duoc goi a sai $6 khép w :

w=1+2+3-180° (2.1.2)

Céc gbc do j é§ s€ duoc nhan sb hiéu chinh twong img ky hi¢ula v,,v,, v,

dé duogc gia tri binh sai théa man diéu kién (2.1.1), tic la:
(1+v,)+(2+v,)+(3+v,)=180° 2.1.3)

Luu y t61 ky hiéu (2.1.2), tr phwong trinh (2.1.3) ta nhan dugc phuong trinh
diéu hinh rang budc cac sb hiéu chinh V; ¢ dang tuyén tinh, goi 1a phwong trinh diéu

kién s0 hi¢u chinh, c6 dang nhu sau:

Trén day chi la mot vi du don gian cia mdt phuong trinh diéu kién, trén thuc
té, chiing ta c6 thé gip nhimg phuong trinh didu kién c6 dang phtic tap hon (dang
phi tuyén) va can dén nhitng bién ddi toan hoc dé nhan dugc phuong trinh diéu kién
s6 hiéu chinh ¢ dang tuyén tinh. Sau day ta xét cho truong hop cac phuong trinh
diéu kién déu co dang téng quat 1a dang phi tuyén.

2.1.2. Co so'ly thuyét cua phuong phap binh sai diéu kién
Gia thiét trong mot mang ludi tric dia c6 n dai lugng dugc do doc lap, cac
gia tri do duoc ky hiéu 1a L, L,,..., L, va c6 trong s twong ung la D Pyres Dy -

Gi4 tri binh sai cua dai lugng do d6 duoc ky hidula L;, L., L, .
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S6 luong tri do can thiét trong ludi 1a t (n > t), nhu vay sb luong tri do thira
trong ludi la:

r=n-—t (2.1.5)

Do ¢6 r trj do thira cho nén trong ludi s& ¢6 r phuong trinh diéu kién doc lap
va co dang tong quat:

@ (Li, Ly, ... L, ) = v6ij=1,2,.,r (2.1.6)
Ky hi¢u céac s6 hiéu chinh cua tri do 13 vy, v,,.....v, s& viét duoc:
L =L, +v v6i i=1+n (2.1.7)
Thay vao (2.1.7) vao (2.1.6) ta dugc:
@i (L; +v;, Ly + vy, .. L,+v,) = (2.1.8)
Vi cac s6 hi¢u chinh v, 1a cac gia tri kha nho, cho nén co thé khai trién
(2.1.8) theo chudi Taylor va giit lai cac s6 hang bac nhat cia v, dé duoc phuong
trinh diéu kién dang tuyén tinh:

op, op. o,
¢_j(L1,L2,...,Ln)+(aL‘1’ jovl +(6—L:lv2 +....+(8Lj lvn =0 (2.1.9)

n

Céc gia tri dao ham riéng trong (2.1.9) dong vai tro 1a cac hé sb, duoc ky hiéu la:

0.
Pl —p o [OP2) %. | _, (2.1.10)
oL, ) " oL, ) oL, )

Nhu di biét, do cac gia tri do co chira sai sb do cho nén ching khong thoa

man cac phuong trinh diéu kién ma s& bang sai s6 khép ctia phuong trinh, tirc 1a:
Q; (L[, Lg,..., Ln) =W (2111)
Nhu vay cac phuong trinh diéu kién (2.1.9) s& dugc viét ¢ dang:

av,+a,yv,+..+ayv, +w, =0
by, +byv,+..+bv +w,=0

non (2.1.12)
Py, +nv, ety +w =0
Hodc viét & dang ma tran:
BV+W=0 (2.1.13)

trong do: B goi 1a ma tran h¢ ) phuong trinh s6 hiéu chinh, V 1a véc to sd
hiéu chinh, W 12 véc to sai sb khép ciing chinh la véc to sb hang tu do:
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b, b, n \£! Wy
B= VELEWE (2.1.14)
rl 1.2 rn Vn Wr

Trong hé phuong trinh diéu kién (2.1.13) can xac dinh n s hiéu chinh Vi cho
n tri do, trong khi s6 phwong trinh lai it hon, chi ¢ r phuong trinh (r < n). Nhu vay
trong truong hop ndy s& c6 thé ton tai vo sd véc to nghiém V théoa man hé (2.1.13).

Pé tim duoc véc to s6 hiéu chinh V vira théa man diéu kién (2.1.13) vira bao
dam céc tri sau binh sai 13 trj x4c suét nhat thi téng [pvv] phai dat gié tri cuc tiéu,
tic 1a thoa man diéu kién binh phuong nho nhat, nhu da ching minh trong tiét 1.8
cua chuong 1.

Theo phuong phap niy, chiing ta phai giai bai toan cuc tri co diéu kién. Theo
Lagrange, dé dong thoi théa méan [pvv]=min va cic phuong trinh diéu kién (2.1.12)
can phai tim cyc tri cia ham Lagrange F nhu sau:

F =[pvv]+ﬂ1{[av] AWy ATV AW At + A, TPV] +w, b= min (2.1.15)

trong do: A ; lacac hé sb bat dinh.

Luu ¥ rang, theo (2.1.12) cac gia tri trong ddu moc { } chinh la cac phuong
trinh diéu kién (2.1.12) cho nén c6 gia trji bang 0. Nhu vy vé thuc chét gia tri ham
Lagrange F luén bang [pvv]:

F=[pw]+0+0+..+0=/[pw]

Dé tién cho viéc tinh toan, ta ky hiéu:

A, ==2K, v6ij=12..r (2.1.16)
trong d6 K ; duogc goi la cac sb lién hé.

Véi ky hiéu (2.1.16), phuong trinh (2.1.15) viét dudi dang ma tran:
F=V'PV - 2K"(BV + W) = min (2.1.17)

trong d6 ma tran P va K c6 dang:

P K,

K
P= & K=l (2.1.18)

D | K
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Dé ham F dat gia tri cuc tiéu thi thoa man diéu kién:

2
a—on, va an >0 (2.1.19)
oV oV
Tur (2.1.17) ta co:
a—F=2VTP—2KTB=0
oV (2.1.20)
2
0 12 =2P>0
oV
Suy ra:
PV =B'K
Nhu vay:
vV =P'B'K (2.1.21)

Thay V tir (2.1.21) vao (2.1.13) ta 1ap duoc hé phuong trinh chuan sé lién

BP'B"K+W=0 (2.1.22)
Nhu vy, dé gid tri cia ham Lagrange F = [pvv] = min thi cac s lién hé K
phai 1a nghiém cta hé phuong trinh chuan (2.1.22) va véc to V phai dugc tinh theo
(2.1.21).
Ky hi¢u ma tran h¢ sb phuong trinh chuin 1a N:

N=BP'B’ (2.1.23)

Ma tran N 13 ma trdn vudng ddi xting qua duong chéo chinh, ¢é kich thudc
bang s6 lugng tri do thira r. Néu xac dinh du va dung cac phuong trinh diéu kién
trong ludi, ma tran N s& 13 ma tran khong suy bién (det(N) # 0).

Véi ky hiéu N, hé phuong trinh chuén s6 lién hé duoc viét:
NK+W=0 (2.1.24)
Giai hé phuong trinh chuan (2.1.24) ta duoc:
K=-N'w (2.1.25)
Trong tinh toan trudc day, hé (2.1.22) dugc viét & dang khai trién:
[qaa]K,+ [qab]K,+....+ [qar ]K, +w, =0
[qab]K, +[qbb]K, +....+ [qbr]K, +w,=0
.................................. (2.1.26)



[qar]K, +[gbr]K, +...+[qr]K +w =0
trong do6 str dung ky hi¢u:
1
g, =— (2.1.27)
pi
Truong hop cac tri do cung do chinh xac, thi ma tran trong s6 P 12 ma tran
don vi (P = E), h¢ phuong trinh chuin co dang:
[aa]K,+[ab]K, +...+[ar]K, +w, =0
[ab]K,+[bb]K, +...+[br]K, +w,=0
............................... (2.1.28)
[ar]K, +[br]K,+. ...+ [rr]K +w =0
Viéc giai hé phuong trinh chuén sé lién hé dé nhan dugc véc to s6 lién hé K
s& duoc gidi thiéu chi tiét trong tiét 2.3 ctia chuong nay.

Luu v ring, (2.1.21) 1a cong thirc tinh cac s6 hiéu V chinh theo sd lién hé K,
c6 thé viét & dang khai trién:

1
vi=—-(a,K,+bK,+..+r.K, ) (2.1.29)
Sau khi c6 duoc céac sb hiéu chinh cho trj do, s& tinh duoc [pvv] va tir do tinh
duoc sai s6 trung phuong trong sé don vi theo cong thirc:

P :1/M (2.1.30)
r

Dua vio sai s6 trung phuong trong s6 don vi  va trong s6 dao ctia ham cac
dai luong do sau binh sai, s& tinh dwoc sai sd trung phuong cua cic yéu t6 trong
mang ludi. Noi dung nay s& dugc trinh bay k¥ trong tiét 2.4.

2.1.3. Xac dinh hrong do thira trong lwéi tric dia

Nhu di trinh bay & trén, khi binh sai ludi trac dia theo phwong phap binh sai
diéu kién phai xac dinh du va xac dinh dung cic phuong trinh diéu kién doc lap
trong ludi. Néu xac dinh thiéu hodc thira hodc khong ding cac phuong trinh diéu
kién déu dan dén két qua sai. Nhu vay dé binh sai diéu kién, can tinh duoc sb trj do
thira dya vao s tri do can thiét va tong s tri do trong mang ludi. Cong thirc chung
dé tinh s6 lugng tri do thira (r) trong luéi tric dia la:

r=n-—t (2.1.31)
trong d6: n 1a tong s6 tri do
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t 1a sb tri do can thiét

Trong mdi dang ludi khac nhau, cach tinh tri do can thiét ciing khac nhau..
Sau day xét cho mot sb dang ludi co du hodc thira sé liéu gc. Khong xét cho cac
dang ludi thiéu sb liéu gbe, dang ludi nay 13 ludi ty do s& duge trinh bay trong tai
li¢u khac.
2.1.3.1. Lwoi do cao

S6 lidu géc tdi thiéu cho mét ludi do cao 1a do cao di biét cua mot diém
(mdc) trong ludi. Trong ludi do cao, mdi diém can xac dinh (mdc méi) c6 mot gia
tri d6 cao H can xac dinh, tirc 13 can tdi thiéu mot tri do, nhu vay s6 tri do can thiét

duoc tinh:

t=p-p" (2.1.32)
Trong do:
p 12 tong sb diém trong ludi d6 cao.
p’ 12 6 diém da biét do cao, chi xét cho trudng hop p =1

Nhu vay, néu ky hi¢u n 1a s6 doan do thi sb tri do thira trong ludi d6 cao
dugc tinh theo cong thue:

r=n—t=n—(p-p) (2.1.33)
2.1.3.2. Luéi mat bang
C6 nhiéu dang ludi mat b?mg khac nhau nhu ludi tam giac do goce, ludi tam
giac do canh, ludi tam giac do goc-canh, ludi duong chuyén da giac vv...Ddi véi
luéi tam giac do goc, sb lidu gde tdi thiéu thudng 1a toa do ctia 2 diém khoi tinh, tuy
nhién ciing c6 thé 1a 1 diém khoi tinh nhung trong ludi phai ¢6 chiéu dai canh do va
gia tri goc phuong vi khoi tinh (thi du thong qua do goc ndi). Déi véi ludi mit
béng, mdi diém moi can xac dinh mot cap gia tri toa do x va 'y, do do can t6i thiéu 2
tri do, nhu vay s6 tri do can thiét trong ludi mat béng (t) duoc tinh:
t=2(p-p") (2.1.34)
Trong do:
p 1a tong s diém trong ludi miat bang.
p 13 sb diém da biét toa do (chi xét cho truong hop ¢ du hodc
thira s6 liéu gdc)

Tir d6 ta co cong thirc tinh s tri do thira r trong lui mat bang:

r=n—t=n—-2(p-p°) (2.1.35)

90



trong d6: n 14 tong s6 tri do ctia mang ludi.
2.1.3.3. Luoi GPS
S liéu gbc tbi thiéu cho mot ludi GPS 14 toa d6 X,Y,Z (hoic B,L,H) di biét
ctia mot diém trong ludi, goi l1a diém khoi tinh. Trong mang luéi GPS, mdi diém
méi can xac dinh 3 gia tri toa d§ vudng goc khong gian X,Y,Z , nhu vay can tdi
thiéu 3 tri do. S4 tri do can thiét trong ludi GPS duoc tinh:

t=3(p-p°) (2.1.36)
trong d6 : p 1a tong s diém trong ludi
p" 1a sb diém da biét toa do (v6i p* > 1)
T d6, tinh duge sb tri do thira trong ludi GPS theo cong thuc:

r=n-3(p-p ) (2.1.37)

Can luu y rang, trong luéi GPS, mdi véc to canh duoc do dd gdm 3 tri do 1a
cac gia sb toa d6 vudng goc khong gian AX,AY,AZ.

2.2. CAC DANG PHUONG TRIiNH DPIEU KIEN

Céc loai luéi tric dia khac nhau nhu ludi d6 cao, ludi mat bﬁng, ludi GNSS,
lu6i trong luc vv... s& c6 dang phuong trinh diéu kién rat khac nhau. Ngay trong
mot mang ludi cling co thé xuét hién céc phuong trinh diéu kién co6 dang toan hoc
khac nhau. D6 ciing chinh 1a nhugc diém cta phuong phéap binh sai diéu kién, khién
viéc 1ap chuong trinh may tinh dé binh sai ludi theo phuong phap diéu kién phirc
tap hon so véi phuong phép binh sai gian tiép.

2.2.1 Cac dang phwong trinh diéu kién trong luéi dd cao

Tri do trong ludi do cao 1a chénh cao do (hay hi¢u do cao) ctua cac doan do,
ky hiéu la A, . Trong ludi do cao co thé 1ap cac phuong trinh diéu kién nhu sau:

a. Diéu kién khép vong

Y nghia hinh hoc ciia diéu kién nay la téng chénh cao sau binh sai ctia mot
duong thiy chuan khép kin phai bang 0.
h =0

n
i

i=1

(2.2.1)
Trong d6 : h; 13 cac chénh cao sau binh sai, n 14 s6 doan do trong vong khép.

Vi phuong trinh diéu kién trong ludi do cao da 1a phuong trinh dang tuyén
tinh (khong can phai khai trién tuyén tinh) cho nén dé dang cé dugc phuong trinh
diéu kién s6 hiéu chinh nhu sau:
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v +w=0 (2.2.2)
i=1

Trong do $6 hang tu do w dugc tinh:

(2.2.3)

Luu ¥ rang s hang tu do w trong phuong trinh diéu kién (2.2.2) ciing chinh
1a sai s6 khép d cao f; :

w= Zlh =/ (2.2.4)

b. Diéu kién khép tuyén dp cao giiva hai diém géc

Y nghia hinh hoc cua diéu kién nay la xuat phat tr diém gbéc da biét do cao
tinh chuyén do cao thong qua cac chénh cao sau binh sai dén mot diém goc khac
phéi bang do cao da bict ciia n6. Néu ky hi¢u H ,1a d§ cao cua moc dau tuyen va

H . 1a d6 cao cua mdc cudi tuyén, ta c6 phuong trinh diéu kién :
H, + éh; =H, (2.2.5)
Tur d6 1ap dugc phuong trinh diéu kién sb hiéu chinh:
fz]v,. tw=0 (2.2.6)
Trong do $6 hang tu do dugc tinh:

w=2h—-(H.—-H,)
i=l (2.2.7)
Khi 1ap phuong trinh diéu kién trong ludi d6 cao can chu ¥:
- Phai danh s6 thir ty tuyén do va chon chiéu cho duong tinh chuyén.

- Chénh cao nao cung chiéu véi chiéu tinh chuyén thi ¢6 hé sé trong phuong
trinh diéu kién sd hiéu chinh 1a (+1), chénh cao nao ngugc chidu véi chiéu tinh
chuyén thi hé s6 trong phuong trinh diéu kién sb hiéu chinh 14 (-1).

Vi du 1 : C6 mang ludi 6 cao dugc bd tri nhu hinh (2.2). Piém A di biét d6 cao,
¢6 3 diém can xac dinh 1a P, Q, R, trong ludi ¢6 5 doan do vdi cac chénh cao do 1a

h,. Hay lap cac phuong trinh diéu kién sb hiéu chinh cho ludi do cao nay.
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Hinh 2.2. Ludi do cao ¢o 5 doan do

Loi giai :
Theo cong thirc (2.1.33), tinh dwoc sé lwong phuong trinh diéu kién trong
luoi :
r=n—t=n—(p-1)=5-3=2
Phuong trinh diéu kién rang budc céc trj binh sai:
hi +hy -h; =0
“hy +hy-hs =0
Tir d6 ¢o cac phuong trinh diéu kién s hiéu chinh:
vi tv,-vstw;, =0
vy Ty -vs +w, =0
Trong @0, cac sb hang tu do duoc tinh:
w;=h;+ hy—h;
wy = -hyt+ hy-hs

Vi du 2: C6 mang ludi do cao
nhu hinh (2.3), hai diém A, B da
biét d6 cao, c6 3 diém can xac
dinh 1a P, Q, R, trong ludi c6 7
doan do. Hay lap cac phuong
trinh diéu kién s hiéu chinh trong
ludi.

Loi giai:
Theo cong thuc (2.1.33), tinh

dugc sé lwong phuong trinh diéu Hinh 2.3. Ludi do cao c6 7 doan do

kién:

hy

r=n—t=7-3=4
Véi db hinh ludi d6 cao da cho, c6 hai phuong an 1ap cac phuong trinh diéu
kién:
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a. Phuong an 1
Phuong trinh diéu kién ddi véi céc tri binh sai:
h;” +hy -h;’ =0
-hy +h’s+h’s=0
hs’+hy -hs’=0
-hy +h; +Hy-Hp=10
Phuong trinh diéu kién sb hiéu chinh:
vitvy-v; tw; =0
vyt vstvgtw, =0
Vit v-vs tws; =10
vy tv,tw, =0
Trong do:
w;=h;+ hy-h;
Wy, =-hy,+ hs+ hg
ws=h3+ hy -hs
wy=-hy+ h,+ Hi - Hy
b. Phwong an 2
Phuong trinh diéu kién d6i véi cac tri binh sai:
-hy -hy’ +h;’ =0
hy -h’s-h's=10
-hy'-hy + hs’=0
h;’+hs +h,”+Hy-Hg=10
Phuong trinh diéu kién s hiéu chinh:
Vi-vytv; tw; =0
Vo-Vs-Vs Tt Wy =0
-v3-vytvstwy; =0
vitvstv,tw,=0
Trong do: w;=-h;- hy+ h;
wy= hy- hs-hs

94



W3:-h3- h4 +h5
Wy = h1+h6+h7+HA—HB
Phuong an t6i wu khi viét phwong trinh diéu kién nén chon dudng tinh
chuyén do cao ngin nhat. Vi mang lu6i & hinh (2.3) nén chon phwong an 1
Vi du 3: Cho mang lu6i d¢ cao nhu hinh 2.4, trong d6 co mbc A da biét do cao,
1uéi c6 6 doan do. Hiy viét cac phuong trinh diéu kién s hiéu chinh trong luéi.

Hinh 2.4 . Ludi @0 cao c6 6 doan do

Loi giai:
Theo cong thire (2.1.33) tinh duoc sd luong phuong trinh diéu kién:
r=n-t=6-3=3

Phuong trinh diéu kién sb hiéu chinh:
Vitvo—vs+w; =0; vO1 w; =h; +h,— h;
-vytvst+vs tw, =0; Vo1 w, = -h, +hs + kg
vitvy—vs + w3y =0; vO1 w3 =h; +hy,—h;s

2.2.2 Cac dang phwong trinh diéu kién trong lwéi mit bang

C6 nhiéu dang ludi mat béng khac nhau nhu ludi tam giac do goce, ludi tam
giac do hudng, ludi tam giac do canh, ludi tam giac do goc-canh, ludi duong
chuyén da giac. Céac tri do trong luéi mait bang thuong 1a géc ngang va chiéu dai
canh. Mo6i diém méi trong ludi mat b?mg c6 mot cdp gia tri toa do X,y can Xac dinh.

Trong tiét 2.1 di néu cong thirc (2.1.32) dé xéac dinh sb lugng tri do thira
trong ludi mit bang, tuy nhién dang ciia phuong trinh lai tiy thudc vao dang ludi,
loai tri do va sd liéu géc trong ludi. Sau day, s€ xem xét cac phuong trinh diéu kién
c6 thé xudt hién trong luéi mat bang thudng gap.

2.2.2.1. Cdc phwong trinh diéu kién trong luéi tam gidc do géc
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Lu6i tam giac do goc 1a dang 1udi c¢6 két cdu boi cac hinh tam gidc, gia tri
goc ¢ dinh tam giac thuong nam trong pham vi tir 30° dén 120° va duoc do bang
may kinh vi. Cac goc trong tam giac dugc sir dung dé tinh chuyén chiéu dai canh
(theo dinh ly sin) tir canh khoi tinh dén céc canh khéc trong ludi tam gidc phuc vu
cho tinh chuyén toa do tir diém khoi tinh (diém da biét hay diém gbc) dén cac diém
can xac dinh toa do.

Tuy thudc vao két cau ludi va so ligu goc, trong ludi tam giac do goc co thé
xuat hién cac phuong trinh diéu kién sau:

- Phuong trinh diéu kién hinh tam giac

- Phuong trinh diéu kién vong (hay diéu kién mit bang)
- Phuong trinh diéu kién cuc

- Phuong trinh diéu kién phuong vi (géc dinh hudng)

- Phuong trinh diéu kién toa do vv...

Sau day chung ta xét cach xac dinh va thanh 1ap cic phuong trinh diéu kién
néu trén.

a. Phwong trinh diéu ki¢n hinh

Y nghia hinh hoc cta phuong trinh diéu kién hinh 1a: Téng tri binh sai cia
cac goc trong mot da giac khép kin phai bang gia tri 1y thuyét ciia no tirc 1a bang (n
—2).180° (véi n 12 s6 canh cua da giac khép kin).

S6 luong phuong trinh diéu kién hinh () c6 thé xac dinh theo cong thirc:
r=1+10,-p, (2.2.8)
Trong d6: £, 1a s canh do 2 hudng
p1 14 s6 diém dat tram may
Néu ky hi¢u f3,,,....3, 1a tri do clia n géc trong hinh da giac khép kin,
B, Bs....[5. 1atri binh sai ciia cac goc do, ta viét dwoc phuong trinh diéu kién hinh:

B+ B +..+ B =(n-2).180" (2.2.9)

Tir phuong trinh trén ta viét dugc phuong trinh diéu kién s6 hiéu chinh
v, v, +.+v +w, =0 (2.2.10)

Trong do v;la s6 hiéu chinh cho gbc do, wy, 1a sai sb khép hinh dugc tinh theo
cac tri do nhu sau:
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w,=p,+p,+.+p —(n—=2).180° (2.2.11)
Trong muc 2.1.1. chung ta da xét phuong trinh diéu kién hinh tam giac (hinh
2.1) va viét phwong trinh diéu kién sb hiéu chinh hinh tam giac nhu sau:

v, +v, +v, +w=0 (2.2.12)

trong d6, s6 hang tu do w dugc tinh theo gi tri do I 2A.§ cua 3 goc trong tam
giac.

A

[+2+3-180° (2.2.13)

w

Déi voi ludi tam giac do goc co két cau tam giac thuan tay (khong c6 hinh ti
giac trac dia) (hinh 2.5) thi mdi tam giac do ca 3 goc déu c6 mot phuong trinh diéu
kién hinh viét ¢ dang (2.2.12).

Trong ludi tam gidc do goc khi c6 két cau ludi dang hinh tir giac tric dia, thi
chi can chon 3 diéu kién hinh trong 4 tam giac ctia hinh tir giac d6. Trong hinh tir
giac trac dia do gbc, cling co thé chon diéu kién hinh ta giac thay cho mot diéu kién
hinh tam giac.

Hinh 2.5. Ludi ¢6 két cdu tam giac thuan tay

Vi du 1: Hay xé4c dinh s6 lugng phuong
trinh diéu kién trong ludi tam giac do goc
c¢6 dang ttr giac tric dia nhu hinh 2.6

Loi gidi: Theo cong thirc (2.1.35) ta co:
S6 goc do:n=8

Tong s diém : p =4

Hinh 2.6. Hinh t& giac tric dia
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S6 diém gdc: P*=2
S6 phuong trinh diéu kién trong ludi s& la:
r=n—-2(p-p*)=8-2(4-2)=4

Trong ludi co 4 phuong trinh nhung khong phai tat ca 1a diéu kién hinh ma
chi ¢6 3 diéu kién hinh 14 doc 1ap tuyén tinh. Diéu kién thir 4 1a diéu kién cuc.
Trong 4 hinh tam gidc chung ta dugc phép chon 3 hinh tam giac dé lap 3 phuong
trinh diéu kién hinh. Péi v6i d6 hinh 2.6, ta c6 thé chon 3 hinh tam giac dé viét 3
phuong trinh diéu kién nhu sau:

vV, +v, v, v +w, =0
Vv, tvs+v,+v, +w, =0
v, +v,+v, +v.+w, =0

trong d0, cac s hang tu do duoc tinh:

wy=2+3+4+5-180°

Vi du 2: Hiy xac dinh sé lugng va viét cac phuong trinh diéu kién trong ludi tam
giac do goc sau (hinh 2.7):

c XX
Hinh 2.7. Luéi tam gidc
Loi giai: Voi dd hinh trén, ta co:
Téng sb diém trong ludi: p =5,
Sb diém da biét: p =3,
Tong sd goc do: n=11
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Nhu vy, sb lugng phuong trinh diéu kién duoc tinh:
r=n-2(p-p)=11-2(5-3)=7
Theo cong thirc (2.2.8), tinh dugc s6 phwong trinh diéu kién hinh:
=1+, -p=1+85=4
Céc phuong trinh diéu kién hinh s& 1a:

Vi + vyt vt vy +W1:0; W1:1+ 2+10+11 -180°

V3t vitvgtve Fw,=0;  wy=3+7+8+9- 180°
Vit vyt vyt v, +wy=0; w; = 14+2+3+7 -180°
V4T Vst vg +Wy= 0, Wy= 4+5+6 — 1800

b. Phwong trinh diéu kién vong:

Y nghia hinh hoc ciia phuong trinh diéu kién vong la: Trén tram may c6 n
hudng, tri binh sai ciia tong n goc co dinh chung 14 tram may dé phai bang 360°.
Phuong trinh diéu kién vong chi xuat hién trong ludi tam giac do goc co két cau
dang da giac trung tdm (hinh 2.8). Phuong trinh diéu kién vong con duoc goi la
phuong trinh diéu kién mit bang hay phuong trinh diéu kién goc day [7].

S6 luong phuong trinh diéu kién vong duogc xac dinh theo cong thirc:
r,=n—({ +/{,)+p (2.2.14)
Trong d6: ¢ 1as6 canh trong ludi
¢ ,1a 56 canh do 2 huéng
p1 14 s6 diém dit tram may
Ky hi¢u ,Bi' 1a cac goc binh sai, phuong trinh diéu kién vong c6 dang:
B+ B, +..+ B =360’
T phuong trinh trén ta viét duoc phuong trinh diéu kién sb hiéu chinh:
Vv, +v,+. oty +w, =0 (2.2.15)
trong do:  w, =B, + B, +...+ B, — 360"

Vi du : Cho ludi tam giac do goéc nhu hinh 2.8. Trong luéi c6 17 goc do. A, B 1a hai
diém khoi tinh. Hay xac dinh sb lwong phuong trinh diéu kién vong trong luéi va
viét phuong trinh diéu kién s hiéu chinh .
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Hinh 2.8. Luéi da gidc trung tdm

Loi giai: SO phuong trinh diéu kién vong dugc xac dinh theo cong thirc :
rn=n—(0 +10,)+p =17-(11+11) +6 =1
Phuong trinh diéu kién vong 1 phuong trinh dang tuyén tinh, do d6 ta c6 thé
viét ngay phuong trinh diéu kién s hiéu chinh:

V, + vy +v, +v,, v, +w, =0

trong d6:  w, =7+ 8+ 10+ 13+ 15— 360’
¢. Phwong trinh diéu kién géc phwong vi

Trong mang ludi tam giac do goce, khi cé thira phuong vi khoi tinh (phuong
Vi géc) s& xuit hién céac phuong trinh diéu kién phuong vi (diéu kién goc dinh
huéng). Phuong vi gbc ¢ thé 1a cac phuong vi Laplace trong ludi tam giac hang I,
IT nha nude hodc 1a phuong vi ¢ dinh duoc tinh ra tir toa do cac diém cép cao hon.

Y nghia hinh hoc cua phuong trinh diéu kién phuong vi la: Xuat phat tir
phuong vi canh dau di biét o4 dung tri binh sai cta cac goc tinh chuyén phuong vi
dén phuong vi canh cubi o thi phai ding bang phuong vi da biét.

Vi du c6 chudi tam giac hinh 2.9, cac diém A, B, C, D da biét toa d6 (diém
khoi tinh), diém 1, 2..N 1a cac diém can xac dinh toa do; A, B;, C; 1a goc do véi
(i=1 +n). Chung ta thy rang, trong chudi tam giac ¢6 2 phuong vi gbc 13 oiap, ocp O
hai dau, cac gia tri phuong vi nay duoc tinh ra tir toa do cac diém khoi tinh. Nhu
vay trong chudi s& c6 mot phuong trinh didu kién goc phuong vi.

Hinh 2.9. Chudi tam giac
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Phuong trinh diéu kién goc phuong vi duge viét:
a,+3+C —a., +180" =0
i=1

trong d6 C; 1a goc sau binh sai

Phuong trinh diéu kién vi vén c¢6 dang phuong trinh tuyén tinh, do d6 khong
can khai trién tuyén tinh, nhu vay dé dang c6 duoc phuong trinh diéu kién sé hiéu
chinh:

£V, +w, =0 (2.2.16)

trong d6: w, =, + Y+ C, —a, 180’

Vi du 1: Viét phuong trinh diéu kién goc phuong vi cho chudi tam giac do
gbc ¢ hinh 2.10

ANC

Hinh 2.10. Chudi tam giac
Loi giai : Phuong trinh diéu kién phuong vi duoc viét:

A A A A

 p —2'+6'—8'+10'—]4,—aCD +180° =0
Dang phuong trinh diéu kién sb hiéu chinh:
-Vt Vs-vg T vig— v tw, =0

Trong d6 sai s6 khép cua diéu kién phuong vi duoc tinh :

Wo= &y — 2+ 68+ 10— 14— ay, + 180"

Trong phuong trinh diéu kién sb hiéu chinh, diu cta hé sb s6 hiéu chinh
duoc xac dinh theo nguyén tac tinh chuyén phuong vi. HE sb cta sd hiéu chinh ¢
dau duong khi goc nam bén trai duong tinh chuyén, hé sd cta s6 hiéu chinh c¢6 dau
am khi goc nam bén phai duong tinh chuyén.

Vi du 2: Viét phuong trinh diéu kién géc phuong vi cho luéi tam giac ¢ hinh (2.7)
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Loi gidi: Trong ludi co6 hai canh c6 phuong vi khéi tinh 1a o, va o, cho nén co6
mot phuong trinh diéu kién géc phuong vi:
votvstv,+w,=0

Trong do, sb hang ty do w, dugc tinh:
w, :§+§+4?—(aAC - ;)

Trudng hop nhu hinh (2.7) hai phuong vi da biét « ,, va a . & ké lién nhau
tao thanh mot goc ¢d dinh, do d6 trong truong hop niy phwong trinh diéu kién
phuong vi con duge goi 1a phwong trinh diéu kién goc ¢ dinh.

d. Phwong trinh diéu kién cuc

Y nghia hinh hoc cua phuong trinh diéu kién cuc la: Xuét phat tor mot canh
nao d6 thong qua tri binh sai cua cac goc, ap dung dinh 1y sin tinh chuyén chiéu dai
theo mot vong khép kin trd vé canh xuét phat, phai nhan duogc chiéu dai dang béing
chiéu dai ban dau cua né.

Sd lugng phuong trinh diéu kién cuc duge x4c dinh theo cong thuc:

r,.=0—-2p+3 (2.2.17)

Trong d6: € 1a s6 canh trong ludi

pla s6 diém dat tram do goc

Vi du c6 ludi da giac trung tdm hinh 2.11, c6 diém A, B d3 biét toa do, A; B,
C; 1a goc do, tir canh bat ky ta ap dung dinh 1y sin tinh chuyén chiéu dai theo mot
vong khép kin vé chinh canh d6 s& bang dung gia tri canh xudt phat.

Hinh 2.11. Diéu kién cuc trong da giac trung tim
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Véi ¥ nghia hinh hoc nhu véy, c6 thé viét phuong trinh diéu kién cuc dudi
dang:

[1sin 4, _

- = (2.2.18)
[[sinB,

Sau khi thay tri binh sai A;, Bj’ trong (2.2.18) bang tri do cong s6 hiéu chinh,
ta c6 phuong trinh:

[Isin(4, +v,)
A.B)= L ] =
@(4,,B)) [Tsin(3, v, 0 (2.2.19)

Dé dua phuong trinh (2.2.19) vé dang tuyén tinh, ta tinh dao ham riéng theo

cac goc A, B
op op
— |=cot gA.; — |=—cot 9B, 2.2.20
(20)ccorsns (S )core 2220

Vay phuong trinh diéu kién s6 hiéu chinh la:
Zn:cotgAl..vA_ - icoz‘gBl..vB_ +w. =0 (2.2.21)
i=1 b=l '
Trong do w, dugc tinh:
[1Sin4,

We = 1l (2222)
“~\rmsm, |

Ngoai ra c¢6 thé sir dung phuong phap logarit dé chuyén phuong trinh (2.2.18)
vé dang tuyén tinh.

Ttr phuong trinh diéu kién (2.2.18) tién hanh logarit co s 10 hai vé va trién
khai vé dang tuyén tinh, ta dugc phuong trinh diéu kién sb hiéu chinh dang:

ié‘A. VA. - igg VB. + w, =0 (2223)
= =

trong d6: 5, ,5, 1 gia tri bién thién ctia logarit sin goc A;, B; khi goc thay
ddi1’, thuong dugc tinh & don vi s6 1é thir 6 cua logarit.
M.10°

o, = —cot gA, (2.2.24)
Yo,

6
Oy :M'I,,O cot gB,
o
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