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Lôøi môû ñaàu
Giaùo trình “Toaùn Cao caáp A2” naøy  ñöôïc bieân soaïn nhaèm phuïc vuï cho nhu

caàu veà taøi lieäu hoïc taäp cuûa sinh vieân Tröôøng Ñaïi hoïc Sö phaïm Kyõ thuaät thaønh phoá

Hoà Chí Minh. Noäi dung giaùo trình naøy  goàm 5 chöông:

   Chöông 1 : Ma traän – Ñònh thöùc.

   Chöông 2 : Heä phöông trình tuyeán tính.

   Chöông 3: Khoâng gian vec tô-Khoâng gian Euclide vaø hình hoïc giaûi tích.

   Chöông 4: Trò rieâng, vec tô rieâng, cheùo hoùa ma traän, daïng toaøn phöông.

   Chöông 5: Pheùp tính vi phaân haøm nhieàu bieán vaø öùng duïng.

Noäi dung moân hoïc nhö treân laø khaù phong phuù. Tuy nhieân, thôøi löôïng daønh

cho moân hoïc naøy chæ coù 3 tín chæ (45 tieát leân lôùp) laø hôi ít.  Do ñoù, ñeå tieáp thu toát

moân hoïc, caùc baïn sinh vieân caàn ñoïc kyõ baøi hoïc trong giaùo trình tröôùc khi ñeán lôùp.

Caùc baïn caàn laøm baøi taäp ñaày ñuû ñeå hieåu roõ naém vöõng caùc khaùi nieäm, noäi dung, yù

nghóa caùc baøi toaùn vaø suy nghó veà vieäc öùng duïng vaøo ñôøi soáng.

Tröôùc moãi chöông hay mỗi bài  taùc giaû neâu ra nhöõng noäi dung, nhöõng kieán

thöùc cô baûn maø sinh vieân caàn phaûi ñaït ñöôïc. Döïa vaøo ñoù maø caùc baïn sinh vieân bieát

ñöôïc mình seõ  phaûi hoïc nhöõng gì,  caàn phaûi hieåu roõ nhöõng khaùi nieäm naøo,  nhöõng noäi

dung naøo caàn phaûi naém vöõng vaø nhöõng baøi toaùn daïng naøo phaûi laøm ñöôïc. Trong moãi

chöông, taùc giaû ñöa vaøo khaù nhieàu ví duï phuø hôïp ñeå minh hoïa laøm saùng toû caùc khaùi

nieäm vöøa ñöôïc trình baøy ñoàng thôøi chæ ra ñöôïc raát nhieàu öùng duïng vaøo thöïc teá.  Sau

moãi chöông hay baøi hoïc coù phaàn baøi taäp ñöôïc choïn loïc  phuø hôïp ñeå sinh vieân töï

luyeän taäp nhaèm ñaït ñöôïc söï hieåu bieát saâu roäng hôn caùc khaùi nieäm ñaõ ñoïc qua vaø

thaáy ñöôïc caùc öùng duïng roäng raõi cuûa caùc kieán thöùc naøy vaøo thöïc teá.

Muïc tieâu chuùng cuûa toâi khi vieát giaùo trình naøy:

 Deã ñoïc, deã hieåu, coù theå töï hoïc vôùi söï hoã trôï chuùt ít cuûa giaùo vieân;
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 Ngöôøi ñoïc coù theå naém vöõng taát caû kieán thöùc moân hoïc maø toán ít thôøi gian

nhaát. Do ñoù, chuùng toâi choïn caùch trình baøy hình thöùc ñoái vôùi caùc khaùi nieäm

khoâng phöùc taïp cho ngaén goïn ñôõ maát thôøi gian; coøn ñoái vôùi caùc khaùi nieäm

phöùc taïp (chaúng haïn nhö khoâng gian vectô) chuùng toâi choïn caùch trình baøy

töø cuï theå, tröïc quan, tröøu töôïng daàn ñeå baûo ñaûm baïn ñoïc hieåu ñöôïc.

 Ñoïc giaùo trình nhö moät haønh trình khaùm phaù tri thöùc vaø khaû naêng öùng

duïng vaøo cuoäc soáng. Ngöôøi ñoïc caûm thaáy thích thuù, haïnh phuùc, tö duy

logic cuøng trí töôûng töôïng vaø khaû naêng saùng taïo taêng leâ roõ reät.

 Ngöôøi ñoïc bieát öùng duïng nhöõng gì ñaõ hoïc laøm coâng cuï ñeå hoïc tieáp caùc

moân khaùc vaø bieát öùng duïng vaøo thöïc teá.

Tuy coù raát nhieàu coá gaéng trong coâng taùc bieân soaïn , nhöng chaéc chaén giaùo

trình naøy vaãn coøn thieáu soùt. Chuùng toâi xin traân troïng tieáp thu yù kieán ñoùng goùp cuûa

caùc baïn sinh vieân vaø caùc ñoàng nghieäp ñeå giaùo trình naøy ngaøy caøng hoaøn chænh hôn.

Thö goùp yù xin  göûi veà : Ngoâ  Höõu  Taâm
Tröôøng Ñaïi hoïc  Sö Phaïm Kyõ thuaät TP. Hoà Chí Minh

Khoa Khoa hoïc Cô baûn

     Boä moân Toaùn
Email: tamnh@hcmute.edu.vn

huutamngo@yahoo.com.vn
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Chöông 1

MA TRAÄN - ÑÒNH THÖÙC
Chöông naøy goàm caùc noäi dung sau:

 Khaùi nieäm ma trận, một số ma trận đặc biệt;

 Caùc pheùp toaùn ma traän, tính chaát;

 Pheùp bieán ñoåi sô caáp haøng, ma traän töông ñöông haøng;

 Ma traän ruùt goïn baäc thang, haïng ma traän.

 Khaùi nieäm vaø caùch tính ñònh thöùc;

 Caùc tính chaát ñònh thöùc;

 Hai caùch thöôøng söû duïng ñeå tính ñònh thöùc;

 Aùp duïng ñònh thöùc tìm haïng ma traän.

 Khaùi nieäm ma trận khaû nghòch vaø ma traän ñaûo cuûa moät ma traän

vuoâng;

 Caùc tính chaát ma traän khaû nghòch;

 Ñieàu kieän caàn vaø ñuû ñeå moät ma traän vuoâng khaû nghòch;

 Hai caùch cô baûn tìm ma traän ñaûo cuûa moät ma traän khaû nghòch;

 ÖÙng duïng ma traän ñaûo ñeå giaûi phöông trình ma traän vaø heä phöông

trình tuyeán tính.
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§1. MA TRAÄN

Trong baøi naøy,  baïn seõ hoïc
-----------------------------------------------------------------------------------------

 Khaùi nieäm ma trận, một số ma trận đặc biệt;

 Caùc pheùp toaùn ma traän, tính chaát;

 Pheùp bieán ñoåi sô caáp haøng, ma traän töông ñöông haøng;

 Ma traän ruùt goïn baäc thang, haïng ma traän;

------------------------------------------------------------------------------------------

1- Ma traän (matrices)

1.1 -Ñònh nghóa vaø kyù hieäu ( K =  laø taäp soá thöïc hoaëc K =  laø taäp soá phöùc)

Moät ma traän A caáp mn (côõ mn, kích thöôùc mn) treân K laø moät baûng chöõ nhaät goàm mn
phaàn töû trong K  ñöôïc vieát thaønh m haøng vaø n coät nhö sau:

A  =



















mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa









21

22221

11211

    hay A  =



















mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa









21

22221

11211

Trong ñoù aij K laø phaàn töû (soá haïng)  ôû vò trí haøng thöù i vaø coät thöù j cuûa ma traän A. Ñoâi
khi ma traän A ñöôïc kyù hieäu vaén taét laø: A = [aij]mxn = ( aij)mxn = A mxn.

Kyù hieäu M mxn(K) laø taäp hôïp taát caû caùc ma traän caáp mn treân K.

 Ma traän khoâng (zero matrix ) laø ma traän maø taát caû caùc phaàn töû ñeàu baèng 0, kyù hieäu laø 0

mxn (hay 0 neáu khoâng coù söï nhaàm laãn): 0 mxn =


















000

000
000









= 0

 Ma traän coät (column matrix) laø ma traän chæ coù moät coät : A =



















1

21

11

na

a
a



 Ma traän haøng (row matrix) laø ma traän chæ coù moät haøng: A =  naaa 11211 ...... .
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 Ma traän coù soá haøng baèng soá coät goïi laø ma traän vuoâng (square matrix). Ma traän vuoâng

coù n haøng goïi laø ma traän vuoâng caáp n:   A =



















nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa









21

22221

11211

 = [aij]nxn .

Caùc phaàn töû a11, a22, .…, ann  goïi laø caùc phaàn töû cheùo cuûa ma traän vuoâng A. Veát ma traän

vuoâng A, kyù hieäu Tr(A), ñöôïc ñònh nghóa nhö sau:  Tr(A) 
ÑN

a11 +a22 +….+ann

Kyù hieäu M n(K) laø taäp hôïp taát caû caùc ma traän vuoâng caáp n treân K.

  Ma traän vuoâng A = [aij]nxn goïi laø ma traän tam giaùc treân neáu aij = 0 khi i > j, töùc laø noù

coù daïng: A =
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aaa
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0 222

11211

 Ma traän vuoâng A = [aij]nxn goïi laø ma traän tam giaùc döôùi neáu aij = 0 khi j > i, töùc laø

noù coù daïng: A =



















nnnn aaa
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a









21

2221

11

0
00

 Ma traän vuoâng D goïi laø ma traän cheùo neáu D vöøa laø ma traän tam giaùc treân vöøa laø ma
traän tam giaùc döôùi, töùc laø noù coù daïng :

D =



















nna

a
a









00

00
00

22

11


kyùhieäu

dg(a11 , a22 , ……, an n).

 Ma traän cheùo maø taát caû caùc phaàn töû cheùo ñeàu baèng 1 goïi laø ma traän ñôn vò, ma traän ñôn

vò caáp n kyù hieäu laø In hay I khi khoâng coù söï nhaàm laãn: In =



















100

010
001









 = I

Ví duï 1.1

a) 











976
2543 i

A  laø ma traän caáp 32  ; 9,,25,4,3 23131211  aiaaa 
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b)






















12938
612
375

i
iA  laø ma traän vuoâng caáp 3 .

c) C
















1200
610
375

 laø ma traän tam giaùc treân;



















1324
012
005

'C  laø ma traän tam giaùc

döôùi.

d)






















2000
0100
0030
0004

D  = )2,1,3,4( dg laø ma traän cheùo caáp 4 .

e)

















00
00
00

0 23 , 







 000

000
0 32 , 










10
01

2I ,

















100
010
001

3I

1.2 - Caùc pheùp toaùn ma traän

1.2.1- Ñònh nghóa -Ví duï minh hoïa

a) Ma traän baèng nhau: Ma traän A = [aij]mxn goïi laø baèng ma traän B = [bij]mxn, kyù

hieäu A = B, neáu ijij ba  mi ,1  vaø nj ,1 .

Ví duï 1.2 Cho 











32
11

tz
yx

A  , 









46
37

B . Tìm tzyx ,,,  ñeå BA  .

Giaûi

BA  
















43
62
31
71

t
z
y
x


















7
3
4
6

t
z
y
x

b)Pheùp coäng, tröø caùc ma traän cuøng caáp:  Cho A = [aij]mxn, , B = [bij]mxn

Töùc laø khi coäng, tröø hai ma traän cuøng caáp chuùng ta coäng, tröø caùc soá haïng cuøng vò trí
vôùi nhau.

A = B
NÑ
  aij = bij ,  i = , m  vaø j = n,1

A + B
ÑN
  [aij + bij]mxn      ;        A - B

ÑN
  [aij - bij]mxn
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c) Pheùp nhaân moät soá vôùi moät ma traän: Cho A = [aij]mxn ,   K

Töùc laø khi nhaân moät soá vôùi moät ma traän  chuùng ta nhaân soá ñoù vôùi taát caû caùc soá cuûa
ma traän.

Ví duï 1.3 Cho 






 


231
142

A , 









252
136

B . Tính BA  , BA 32  , BA 32  .

Giaûi

BA  = 






 
231
142

+ 







252
136

= 







483
078

BA 32  = 






 
231
142

2 + 







252
136

3 = 







10218
11722

BA 32   = 






 
231
142

2 









252
136

3 = 










294
5114

d) Pheùp nhaân hai ma traän coù caáp thích hôïp:(soá coät ma traän tröôùc phaûi baèng soá haøng ma traän sau)

Cho caùc ma traän   nmikaA  ,  
pnkj

bB




Sô ñoà cuûa pheùp nhaân ma traän nhö sau:

Coät j 


n

k
kjik ba

1
.

                                                                                                                                          Coät j

Haøng i

  










  










  










ABB

bbb

bbb
bbb

A
aaa

aaa

aaa

npnjn

pj

pj

mnmm

inii

n





































































1

2221

1111

21

21

11211

. haøng i

e) Pheùp luõy thöøa ma traän vuoâng: Cho ma traän vuoâng A = [aij]nxn

 A
ÑN
 aijmxn

  AB
ÑN
 a bik kj

k

n

mxp
.
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A0 = I , A1 = A ,  A2 = AA, …, Ak = AAk 1 = 
laàn-k

....AA.A.......

Ví duï 1.4 Cho 










31
21

A , 










413
102

B . Tính AB , 2A , 3A ; giaûi thích vì sao

khoâng toàn taïi ma traän BA .

Giaûi

AB = 







 31

21








 413

102
 = 











1213092
812062

= 










1137
928

2A = 







 31

21








 31

21
 = 











9231
6221

= 










74
81

3A  = 2A A= 










74
81









 31

21
= 











1311
229

Vì B  coù 3 coät vaø A  coù 2 haøng neân khoâng toàn taïi BA .

f) Pheùp chuyeån vò: Ma trận chuyeån vò cuûa A = [aij]mxn, kyù hieäu TA , laø ma traän  xaùc

ñònh bôûi TA
ÑN
   [ T

jia ]nxm với T
jia = aij ; töùc laø AT coù ñöôïc töø A baèng caùch chuyeån haøng

thaønh coät.

Ví duï 1.5

a) Vôùi 









483
162

A  thì TA =
















41
86
32

.

b) Vôùi






















80
95
73
62

B  thì 






 


8976
0532TB .

1.2.2- Tính chaát cuûa caùc pheùp toaùn veà ma traän

Vôùi moïi ma traän A, B, C coù caáp thích hôïp ñeå thöïc hieän ñöôïc caùc pheùp toaùn vaø vôùi
moïi soá ,   K.

 A + B = B + A
  A + (B + C) = (A + B) + C
  Amxn + 0mxn = Amxn

 (A  B) = A  B
     ( + )A = A + A
 A(B + C) = AB + AC
      (A + B)C = AC + BC

 Amxn.0nxp = 0mxp = 0mxk.Akxp

   0Amxn = 0mxn , 0mxn = 0mxn

 (AB)C = A(BC) = ABC

 (A + B)T = AT + BT , (AB)T = BTAT

      (ABC)T = CTBTAT

11 ImAmxn = Amxn = AmxnIn.

12  Neáu A = [aij]nxn  thì AIn = A = In A
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 (A) = ()A = (A)

(AB) = A(B) = (A)B

 Chuù yù Pheùp nhaân ma traän khoâng coù tính chaát giao hoaùn.

Ví duï 1.6

a) Cho



































23
11
02

,
223
012

,
416
212

CBA  .  Tính CBA )23(  , TT AC .

b) Cho

















211
102
121

A  vaø f(x) = 3x2 + 2x - 4. Tính )(Af .

Giaûi

a) AC  =

























23
11
02

416
212

= 







925
511

; BC

























23
11
02

223
012 = 








614
13

CBA )23(  = BCAC 23  = 3 







925
511

-2 







614
13

 = 







1547
1339

TT AC = TAC)( 







95
2511

b)

































211
102
121

211
102
121

2 AAA =
















445
453
536

)(Af = IAA 423 2  = 3
















445
453
536

+2
































100
010
001

4
211
102
121

=
















121417
141113
171316

.

1.3 - Pheùp bieán ñoåi sô caáp haøng – Haïng cuûa ma traän

1.3.1 - Ñònh nghóa

Coù 3 loaïi pheùp bieán ñoåi sô caáp haøng  (elementary rows  operations)

Loaïi 1  Hoaùn vò hai haøng : hi hj

Loaïi 2  Nhaân moät soá khaùc 0 vaøo moät haøng : hi hi,   0
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Loaïi 3 Thay moät haøng bôûi haøng ñoù coäng vôùi  laàn haøng khaùc
hi + hj hi , ij.

Keát hôïp loaïi 2 vaø loaïi 3 ta ñöôïc : hi + hj hi ,   0,  ij.

1.3.2 -Ma traän töông ñöông haøng

Neáu töø ma traän   A
sôñoåibieán

 haøngcaáp
 .............  B   thì ma traän A goïi laø töông ñöông haøng vôùi ma

traän  B , kyù hieäu  A  B.

Vaäy :       A  B
NÑ
    A

sôñoåibieán

 haøngcaáp
 ............. B.

Ví duï 1.7

















142
311
210

A    21 hh


B















 

142
210
311

   13 2hh

  
C





















560
210
311

   23 6hh





















1700
210
311

= D

Khi ñoù, A  B, A  C,  A  D, B  C,….

1.3.3- Ma traän ruùt goïn baäc thang

Ma traän Ar = [aij]mxn  goïi laø ma traän ruùt goïn baäc thang neáu noù thoûa ñoàng thôøi 3  tính
chaát sau:

- Caùc soá phía döôùi soá khaùc 0 ñaàu tieân treân moãi haøng ñeàu baèng 0.

- Caùc soá khaùc 0 ñaàu tieân treân moãi haøng xeáp theo thöù töï baäc thang töø treân xuoáng
döôùi vaø töø  traùi sang phaûi.

 - Caùc haøng zeâro naèm phía döôùi caùc haøng khaùc zeâro (haøng zeâro laø haøng maø taát caû caùc soá

haïng ñeàu baèng 0).

Ví duï 1.8

a)














 


0000
9700
17132

A laø ma traän ruùt goïn baäc thang.
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b)





















0000
3000
3460
7905

B  laø ma traän ruùt goïn baäc thang.

c)

















6050
9700
8132

C khoâng laø ma traän ruùt goïn baäc thang vì khoâng thoûa tính chaát.

1.3.4 -Haïng ma traän

Haïng ma traän A = [aij]mxn , kyù hieäu laø )(Ar , laø moät soá xaùc ñònh nhö sau

Ví duï 1.9

a) Ma traän

















2030
9100
8132

A  
 32 hh

















 9100
2030
8132

= rA

   Suy ra 3)( Ar .

b) Ma traän

















12162
10031
2131

B
123

12
hh

hh




 




















8100
8100
2131

 
 23 hh

rB

















0000
8100
2131

 Suy ra 2)( Br .

Ví duï 1.10 Vôùi m laø tham soá, haõy tìm haïng cuûa ma traän sau:

a) A =


















m54
543
432
321

       b)

















111

11
11 2

m
mm
mm

A

Giaûi

a) Ta coù

r

r

sôñoåiBieán

  haøngcaáp Acuûazeâro  khaùc haøngsoáthì
thang baäcgoïn ruùttraänmalaøAvôùi

.................AtraänmaTöø 












 )(A r Ar
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m54
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432
321

144

133122
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1230
420
210

321

m
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321

m
  = rA . Suy ra r(A) =








6m   khi
6m   khi

3
2  .

b)

A
12
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mhh

























32

2

2

1110
110

11

mmm
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23 hh 





















322

2

2

1200
110

11

mmmmm
mmmm
mm

rA

Khi 1m  thì rA
















0000
0000
1111

 neân 1)( Ar .

Khi 1m  thì rA  coù 3 haøng khaùc  zeâro neân 3)( Ar .

 Tính chaát

i)  )()( TArAr . Suy ra khi tìm haïng ma traän coù theå bieán ñoåi sô caáp coät.

ii) Neáu A  B  thì r(A) = r(B).

iii) Neáu A = [aij]mxn  thì r(A)   min m,n.

Ví duï 1.12 Tìm haïng ma traän

















 



56
97
52
21

A .

Giaûi












5952
6721TA    12 2hh T

rA







172390
6721

 )()( TArAr  soá haøng khaùc zeâro cuûa T
rA   =  2.
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§2.  ÑÒNH THÖÙC
Trong baøi naøy,  baïn seõ hoïc

-----------------------------------------------------------------------------------------

 Ñònh nghóa vaø caùch tính ñònh thöùc;

 Caùc tính chaát ñònh thöùc;

 Hai caùch thöôøng söû duïng ñeå tính ñònh thöùc;

 Aùp duïng ñònh thöùc tìm haïng ma traän.

-----------------------------------------------------------------------------------------

2.1-Ñònh nghóa - Caùch tính

Kyù hieäu ñònh thöùc cuûa ma traän vuoâng A = [aij]nxn laø detA  hay A.

* Ñònh thöùc caáp 1:  Vôùi A = (a11) thì  detA = a11.

* Ñònh thöùc caáp 2:  detA = A =
a b
c d

 = ad - bc.

* Ñònh thöùc caáp 3: detA =
a a a
a a a
a a a

  

  

  

 = (a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32)

-(a31a22a13 + a32a23a11 + a33a21a12).

Quy taéc ñöôøng cheùo

32

22

12

31

21

11

333231

232221

131211

a
a
a

a
a
a

aaa
aaa
aaa

 =(a11a22a33+a12a23a31+a13a21a32)-(a31a22a13+a32a23a11+ a33a21a12).

* Ñònh thöùc caáp n (n  2)

detA =  
  
i haøngtrieånKhai

ij

jin

j
ij Ma




 

1
1  =  

  
jcoättrieånKhai

ij

jin

i
ij Ma




 

1
1  , vôùi Mij  laø ñònh thöùc caáp (n-1) coù

töø A baèng caùch boû haøng i vaø coät j vaø ij
ji M )1( goïi laø phaàn phuï ñaïi soá cuûa aij.

Ví duï 1.12 Tính caùc ñònh thöùc: a)
111
231
102

                         b)

4032
1110
2310
1023



Giaûi
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a)
111
231
102

  = 2)043()106( 

b) Khai trieån ñònh thöùc theo coät 1

4032
1110
2310
1023


=

403
111
231

3


+ 0 + 0 + 2
111
231
102



 = )2(2)]1206()094[(3  = -39 – 4 = -43.

2.2- Tính chaát cuûa ñònh thöùc

  detA = detAT. Suy ra moïi tính chaát cuûa ñònh thöùc neáu ñaõ ñuùng vôùi haøng thì cuõng
ñuùng vôùi coät vaø ngöôïc laïi. Do ñoù caùc tính chaát tieáp theo sau ñaây ta chæ caàn phaùt bieåu
ñoái vôùi haøng.

 det(AB) = detAdetB.

  Hoaùn vò hai haøng (coät) thì ñònh thöùc ñoåi daáu. Töùc laø,

                                  neáu A  

j
h

i
h

B  thì A = -B

                                 (hoaëc vieát goïn A 

j
h

i
h

-B)

Vaäy neáu ñònh thöùc coù hai haøng (coät) gioáng nhau thì ñònh thöùc baèng 0.

 Neáu nhaân moät haøng (coät) cuûa ñònh thöùc vôùi moät soá 0  thì ñònh thöùc taêng leân 
laàn.  Töùc laø,

            neáu A  

i
h

i
h

B thì A =

1 B , 0

                   (hoaëc vieát goïn A 
i
h


1 B, 0 )

Vaäy thöøa soá chung cuûa moät haøng (coät) coù theå ñaët ra ngoaøi daáu ñònh thöùc.

 Khi thöïc hieän pheùp bieán ñoåi sô caáp loaïi 3 treân haøng hay coät thì ñònh thöùc khoâng
ñoåi. Töùc laø,

                   neáu A  

i
h

j
h

i
h 

B  thì A = B

          (hoaëc vieát goïn A 

j
h

i
h 

B, ji  )
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  Neáu ñònh thöùc coù hai haøng (coät) tyû leä thì ñònh thöùc baèng 0.

 Neáu ñònh thöùc coù moät haøng(coät) zero thì ñònh thöùc baèng 0 (haøng zeâro laø haøng maø caùc
soá  haïng ñeàu baèng 0).

 Neáu moãi soá haïng ôû moät haøng cuûa detA laø toång cuûa hai soá thì detA baèng toång hai
ñònh thöùc: Ñònh thöùc thöù nhaát suy töø A baèng caùch thay moãi soá haïng ôû haøng noùi treân
noùi treân bôûi moät trong hai soá haïng cuûa noù. Ñònh thöùc thöù hai coù ñöôc baèng caùch thay
soá haïng coøn laïi:

a a b b c c
a b c
a b c

a b c
a b c
a b c

a b c
a b c
a b c

  
 

' ' ' ' ' '

  

  

  

  

  

  

 Ñònh thöùc ma traän tam giaùc (tam giaùc treân , tam giaùc döôùi) baèng tích caùc soá treân
ñöôøng cheùo.

Thoâng thöôøng, khi tính ñònh thöùc chuùng ta laøm nhö sau:

Caùch 1 Aùp duïng caùc tính chaát ñònh thöùc ñeå bieán ñoåi ñònh thöùc coù moät haøng hoaëc moät
coät thaät nhieàu soá 0 roài khai trieån ñònh thöùc theo haøng hoaëc coät ñoù.

Caùch 2  Aùp duïng caùc tính chaát ñònh thöùc ñeå bieán ñoåi ñònh thöùc veà daïng ñònh thöùc ma
traän tam giaùc. Khi ñoù, ñònh thöùc baèng tích caùc soá treân ñöôøng cheùo.

Ví duï 1.13 Tính caùc ñònh thöùc sau

a)
622
321

311
       b)

522
221
311

             c)

3421
9851
1430
4321

         d)

''''1
''1

''1
1

baba
abba
baba
abba

Giaûi

a)
622
321

311
 = 0 vì coät 1 vaø coät 3 tyû leä.

b)
522
221
311

1312 2; hhhh 


100
110

311


 = -1

c)

3421
9851
1430
4321

1314 ; hhhh 



1100
5530
1430
4321



23 hh 



1100
4100
1430
4321



34 hh 



5000
4100
1430
4321



= -15.
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d)

''''1
''1

''1
1

baba
abba
baba
abba

1324

12

, hhhh

hh






)'(''00
)'('00
)'(0'0

1

bbabb
bbabb
aabaa

abba



 34 hh 



)')('(000
)'('00
)'(0'0

1

aabb
bbabb
aabaa

abba





               = 22 )'()'( bbaa 

2.3-Aùp duïng ñònh thöùc ñeå tìm haïng ma traän Cho A = [aij]mxn

i) Töø ma traän A ta choïn ra k haøng vaø k coät tuøy yù, vôùi k haøng vaø k coät vöøa
choïn ra ta laäp ñöôïc moät ñònh thöùc caáp k, ñònh thöùc naøy goïi laø ñònh thöùc
con caáp k cuûa A.

ii) )(Ar  = caáp cao nhaát cuûa caùc ñònh thöùc con khaùc 0 cuûa A.

Ví duï 1.14 Aùp duïng ñònh thöùc tìm haïng ma traän

















7263
1241
3012

A

Giaûi

Xeùt caùc ñònh thöùc con caáp 3 cuûa A:

0
263
241
012
 , 0

763
141
312
 , 0

723
121
302
 , 0

726
124
301


Suy ra, .3)( Ar

Xeùt tieáp ñònh thöùc con caáp 2 cuûa A: 09
41
12




Suy ra, .2)( Ar

Ví duï 1.15 Aùp duïng ñònh thöùc tìm haïng ma traän

















7260
1241
3011

A

Giaûi

Xeùt caùc ñònh thöùc con caáp 3 cuûa A:
260
241
011

= 06 

Suy ra, .3)( Ar
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§3. MA TRAÄN NGHÒCH ÑAÛO
Trong baøi naøy,  baïn seõ hoïc

-----------------------------------------------------------------------------------------

 Khaùi nieäm ma trận khaû nghòch vaø ma traän ñaûo cuûa moät ma traän
vuoâng;

 Caùc tính chaát ma traän khaû nghòch;

 Ñieàu kieän caàn vaø ñuû ñeå moät ma traän vuoâng khaû nghòch;

 Hai caùch cô baûn tìm ma traän ñaûo cuûa moät ma traän khaû nghòch;

 ÖÙng duïng ma traän ñaûo ñeå giaûi phöông trình ma traän vaø heä phöông
trình tuyeán tính.

------------------------------------------------------------------------------------------

3.1. Ñònh nghóa

Ma traän vuoâng A = [aij]nxn goïi laø khaû nghòch neáu coù ma traän B = [bij]nxn sao cho

nIAB  = BA

Khi ñoù B goïi laø ma traän nghòch ñaûo hay ma traän ñaûo cuûa A, kyù hieäu laø A-1.

Vaäy A khaû nghòch khi vaø chæ khi toàn taïi A-1 vaø  AA-1 = In = A-1A

Ví duï 1.16 Vôùi 









32
21

A , 












12
23

B . Ta coù











32
21

AB 










12

23
= 








10
01

= 










12

23








32
21

= BA

Vaäy A  khaû nghòch vaø 1A 










12

23
= B ; B  khaû nghòch vaø 1B A








32
21

.

Löu yù  Vôùi A  = [aij]nxn, B  = [bij]nxn : nIAB   khi vaø chæ khi nIBA  .

3.2. Tính chaát

 Ma traän  ñaûo cuûa ma traän A (neáu coù) thì duy nhaát vaø  (A-1) -1= A

 Neáu A khaû nghòch thì AT cuõng khaû nghòch vaø

  Neáu A = [aij]nxn, B = [bij]nxn, C =[cij]nxn khaû nghòch thì tích AB, ABC cuõng khaû
nghòch vaø

(AB)-1  = B-1A-1  ; (ABC)-1  =C-1 B-1A-1

(AT)-1 = (A-1)T
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3.3 .Ñònh lyù ( ñieàu kieän ñeå moät ma traän vuoâng khaû nghòch)   Cho A = [aij]nxn. Ta coù :
        A  khaû nghòch  A  In

        A  khaû nghòch  r(A) = n
        A  khaû nghòch  detA  0

bis   A  khoâng khaû nghòch detA = 0

Ví duï 1.17 Bieän luaän theo tham soá m tính khaû nghòch  ma traän



















311
411
321

m
A .

Giaûi

Adet m
m




7
311

411
321

Khi 7m  thì 0det A neân Akhoâng khaû nghòch.

Khi 7m  thì 0det A neân A  khaû nghòch.

3.4 . Caùch tìm ma traän ñaûo vaø öùng duïng giaûi phöông trình ma traän

 Caùch 1-Phöông phaùp Gauss- Jordan

Neáu A  khaû nghòch thì daõy caùc pheùp bieán ñoåi sô caáp haøng bieán A thaønh In cuõng
ñoàng thôøi bieán In thaønh A-1.  Töùc laø,

 Caùch 2-Phöông phaùp  ñònh thöùc

Neáu A khaû nghòch thì

A-1 = 1
detA

T
AP  , T

AP =[pij]nxn, pij =(-1)i + jMij; vôùi Mij laø ñònh thöùc caáp (n-1) coù töø A

baèng caùch boû ñi haøng i coät j. Ma traän AP  = [pij]nxn  goïi laø ma traän phuï hôïp cuûa A.

Ví duï 1.18 Tìm ma traän  X  thoûa: 














 




















432
211

212
211 2

210
011
101

X

   (A In)
sôñoåiBieán

  haøngcaáp
.................  (In A-1)
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Giaûi
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210
011
101

X

 
























652
231

210
011
101

  
A

X  BXA 

Aùp duïng phöông phaùp Gauss-Jordan:























100
010
001

210
011
101

IA    12 hh
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011
001

210
110
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   23 hh

























111
011
001

100
110

101
  



3
32
31

)1( h
hh
hh
























111
122

112

100
010
001

Suy ra Akhaû nghòch vaø 1A 





















111
122

112
.

BXA   1 BAX  X 







652
231






















111
122

112













91412
476

Vaäy X 










91412
476

.

Ví duï 1.19 Tìm ma traän  X  thoûa: 














 












422
211

012
211

37
12
X

Giải
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