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Quy hoaïch Tuyeán tính 1

Lôøi môû ñaàu
Giaùo trình “Quy hoạch Toán học” naøy  ñöôïc bieân soaïn nhaèm phuïc vuï cho nhu

caàu veà taøi lieäu hoïc taäp cuûa sinh vieân Tröôøng Ñaïi hoïc Sö phaïm Kyõ thuaät thaønh phoá

Hoà Chí Minh. Noäi dung giaùo trình naøy  goàm 6 chöông:

   Chöông 0 :  OÂn taäp vaø boå tuùc moät soá kieán thöùc veà ñaïi soá tuyeán tính vaø giaûi tích loài.

   Chöông 1 :  Baøi toaùn quy hoaïch tuyeán tính.

   Chöông 2 : Baøi toaùn quy hoaïch tuyeán tính ñoái ngaãu.

   Chöông 3: Baøi toaùn vaän taûi.

   Chöông 4: Baøi toaùn saûn xuaát ñoàng boä.

   Chöông 5:  Phöông phaùp sô ñoà maïng PERT-CPM.

Noäi dung moân hoïc nhö treân laø khaù phong phuù. Tuy nhieân, thôøi löôïng daønh

cho moân hoïc naøy chæ coù 45 tieát laø hôi ít.  Do ñoù, ñeå tieáp thu toát moân hoïc, caùc baïn

sinh vieân caàn ñoïc kyõ baøi hoïc trong giaùo trình tröôùc khi ñeán lôùp. Caùc baïn chæ caàn laøm

baøi taäp vöøa ñuû ñeå hieåu roõ noäi dung, yù nghóa caùc baøi toaùn vaø naém vöõng caùc thuaät

toaùn, maø khoâng neân maát thôøi gian nhieàu vôùi vieäc tính toaùn.

Tröôùc moãi chöông  taùc giaû neâu ra nhöõng noäi dung, nhöõng kieán thöùc cô baûn maø

sinh vieân caàn phaûi ñaït ñöôïc. Döïa vaøo ñoù maø caùc baïn sinh vieân bieát ñöôïc mình seõ

phaûi hoïc nhöõng gì,  caàn phaûi hieåu roõ nhöõng khaùi nieäm naøo,  nhöõng noäi dung naøo caàn

phaûi naém vöõng vaø nhöõng baøi toaùn daïng naøo phaûi laøm ñöôïc. Trong moãi chöông, taùc

giaû ñöa vaøo khaù nhieàu ví duï phuø hôïp ñeå minh hoïa laøm saùng toû caùc khaùi nieäm

vöøa ñöôïc trình baøy ñoàng thôøi chæ ra ñöôïc raát nhieàu öùng duïng vaøo thöïc teá.  Sau

moãi chöông coù phaàn baøi taäp ñöôïc choïn loïc  phuø hôïp ñeå sinh vieân töï luyeän taäp nhaèm

ñaït ñöôïc söï hieåu bieát saâu roäng hôn caùc khaùi nieäm ñaõ ñoïc qua vaø thaáy ñöôïc caùc öùng

duïng roäng raõi cuûa caùc kieán thöùc naøy vaøo thöïc teá. Ñeå tieän cho vieäc öùng duïng vaøo thöïc

tieãn, sinh vieân caàn tìm hieåu theâm vieäc söû duïng caùc phaàn meàm tính toaùn cho moân hoïc

naøy nhö : Excel, Matlab , Maple , ...-Phaàn naøy seõ thöïc hieän qua baøi thu hoaïch nhoùm

cuøng vôùi noäi dung chöông 5 khi sinh vieân hoïc moân naøy với tác giả giáo trình.



 

 

 

 

 

 

 

Quy hoaïch Tuyeán tính 2

Tuy coù raát nhieàu coá gaéng trong coâng taùc bieân soaïn , nhöng chaéc chaén giaùo

trình naøy vaãn coøn thieáu soùt. Chuùng toâi xin traân troïng tieáp thu yù kieán ñoùng goùp cuûa

caùc baïn sinh vieân vaø caùc ñoàng nghieäp ñeå giaùo trình naøy ngaøy caøng hoaøn chænh hôn.

Thö goùp yù xin  göûi veà : Ngoâ  Höõu  Taâm
Tröôøng Ñaïi hoïc  Sö Phaïm Kyõ thuaät TP. Hoà Chí Minh

Khoa Khoa hoïc Cô baûn

     Boä moân Toaùn
Email: tamnh@hcmute.edu.vn

huutamngo@yahoo.com.vn

____________________________________________________________________

Cuộc sống luôn nảy sinh những vấn đề (bài toán) cần giải quyết. Mỗi khi giải

quyết một vấn đề, sau khi đã tìm ra một phương án, chúng ta thường hài lòng

ngay với phương án vừa tìm được ,mà ít nghĩ rằng vấn đề còn có thể giải

quyết bằng phương án khác tốt hơn. Như vậy, khi tìm phương án để giải

quyết một vấn đề, chúng ta phải tìm phương án tốt nhất (nếu có thể). Phương

án tốt nhất để giải quyết một vấn đề với một số điều kiện, ràng buộc cho

trước gọi là phương án tối ưu.

Moãi vaán ñeà caàn giaûi quyeát luoân naèm trong moät heä thoáng nhaát ñònh. Baûn thaân heä thoáng naøy

laïi naèm trong heä thoáng khaùc lôùn hôn goàm nhieàu heä thoáng nhoû. Caùc heä thoáng naøy chòu söï

töông taùc  aûnh höôûng laãn nhau. Hôn nöõa, moãi vaán ñeà laïi chöùa ñöïng beân trong noù nhöõng heä

thoáng nhoû hôn vaø chuùng cuõng chòu söï töông taùc  aûnh höôûng laãn nhau. Do ñoù, ñeå baûo ñaûm

vaán ñeà maø chuùng ta quan taâm ñöôïc giaûi quyeát moät caùch chính xaùc, chuùng ta caàn phaûi chuù yù

ñeán taát caû nhöõng moái lieân heä vaø aûnh höôûng neâu treân.
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Chöông 0

OÂN TAÄP VAØ BOÅ TUÙC MOÄT SOÁ KIEÁN THÖÙC VEÀ
ÑAÏI SOÁ TUYEÁN TÍNH VAØ GIAÛI TÍCH LOÀI

1. Ma traän

Moät ma traän A caáp mn ( côõ mn ) treân R laø moät baûng chöõ nhaät goàm mn phaàn töû
trong R ñöôïc vieát thaønh m haøng vaø n coät nhö sau:
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Trong ñoù aij  R  laø phaàn töû  ôû vò trí haøng thöù i vaø coät thöù j cuûa ma traän A. Ñoâi khi
ma traän A ñöôïc kyù hieäu vaén taét laø :  A = [aij]mxn = ( aij)mxn = A mxn  .

Ma traän coät laø ma traän chæ coù moät coät : X =
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Ma traän haøng laø ma traän chæ coù moät haøng:  Y =  n21 y......yy .
Ma traän coù soá haøng baèng soá coät goïi laø ma traän vuoâng.  Ma traän vuoâng coù n haøng goïi

laø ma traän vuoâng caáp n:   A =
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Ma traän tam giaùc treân:
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 , aij = 0 neáu i > j

 Ma traän tam giaùc döôùi:
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Ma traän ñôn vò caáp n kyù hieäu laø In hay I: In =
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 Caùc pheùp toaùn veà ma traän

i) Ma traän baèng nhau: Cho caùc ma traän A = [aij]mxn, B = [bij]mxn

ii) pheùp coäng, tröø caùc ma traän cuøng caáp:  Cho A = [aij]mxn, , B = [bij]mxn

A = B
NÑ
  aij = bij ;  i = , m ; j = n,1
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iii) Pheùp nhaân moät soá vôùi moät ma traän: Cho A = [aij]mxn ,   R

iv)Pheùp nhaân hai ma traän coù caáp thích hôïp:(soá coät ma traän tröôùc phaûi baèng soá haøng ma traän sau)

Cho caùc ma traän A = [aij]mxn, B = [bij]nxp

v) Pheùp chuyeån vò: Ma trận chuyeån vò cuûa A = [aij]mxn, kyù hieäu AT , AT ÑN
   [ T

jia ]nxm

với T
jia = aij , töùc laø AT coù ñöôïc töø A baèng caùch chuyeån haøng thaønh coät.

 Pheùp bieán ñoåi sô caáp haøng cuûa ma traän

Coù 3 loaïi pheùp bieán ñoåi sô caáp haøng:
Loaïi 1  Hoaùn vò hai haøng : hi hj

Loaïi 2  Nhaân moät soá khaùc 0 vaøo moät haøng : hi hi,   0
Loaïi 3 Thay moät haøng bôûi haøng ñoù coäng vôùi  laàn haøng khaùc:
             hi + hj hi , ij.
Keát hôïp loaïi 2 vaø loaïi 3 ta ñöôïc : hi + hj hi ,   0,  ij.

2. Heä phöông trình tuyeán tính

Moät heä phöông trình tuyeán tính treân R  laø heä thoáng goàm m phöông trình baäc nhaát (n
aån soá) coù daïng toång quaùt nhö sau:
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 A X  = B

Trong ñoù aij  R ( goïi laø caùc heä soá) vaø  bi  R ( goïi laø caùc heä soá töï do) laø caùc soá cho
tröôùc, caùc xj laø caùc aån caàn tìm (trong R).

- Ma traän A goïi laø ma traän heä soá cuûa heä phöông trình (I).

-  Ma traän  B  goïi laø ma traän coät caùc heä soá töï do.

- Ma traän  X  goïi laø ma traän coät caùc aån soá.

A + B
ÑN
  [aij + bij]mxn      ;        A - B

ÑN
  [aij - bij]mxn

 A
ÑN
 aijmxn

  AB
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 a bik kj

k

n

mxp
.
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
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- Ma traän A 


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b:.........aaa
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= (AB) goïi laø ma traän heä soá boå sung cuûa

heä phöông trình tuyeán tính (I) hoaëc goïi taét laø ma traän boå sung.

- Nghieäm cuûa heä (I) laø boä soá (c1 , c2, ….., cn ) sao cho khi thay  xi  bôûi  ci  thì taát caû
caùc phöông trình cuûa heä ñeàu thoûa.

- Hai heä phöông trình tuyeán tính goïi laø töông ñöông neáu chuùng coù cuøng taäp hôïp
nghieäm.

- Moät heä phöông trình tuyeán tính goïi laø töông thích neáu noù coù nghieäm.

 Ñònh lyù Cronecker - Capelli (n laø soá aån soá cuûa heä phöông trình)

i) r(A) = r( A ) = n  HPT (I) coù nghieäm duy nhaát.

ii) r(A) = r( A ) < n  HPT (I) coù voâ soá nghieäm.(khi ñoù coù n-r(A) aån soá töï do)

iii) r(A) < r( A )   HPT (I) voâ nghieäm.

iv) r(A) = r( A )   HPT (I) coù nghieäm ( heä töông thích).

3. Khoâng gian vectô m

Khoâng gian vectô m  laø taäp m  =  m1,i,Rx/)x,....,x,(xx im21  vôùi pheùp

coäng vectô vaø pheùp nhaân moät soá vôùi moät vectô nhö sau:

 x = (x1 , x2 ,…, xm) m , y = (y1 , y2 ,…, ym) m ,    

 Pheùp coäng vectô:  x + y
ÑN
 (x1 + y1, x2 + y2 , .…, xm + ym) .

 Pheùp nhaân moät soá vôùi moät vectô:  x
ÑN
  ( x1,  x2,.…,  xm).

Moãi vectô x  = (x1 , x2 ,…, xm) coøn goïi laø vectô m chieàu. Vectô khoâng hay vectô zero
laø 0 = (0, 0, ...., 0).

 Toå hôïp tuyeán tính: Vectô x goïi laø toå hôïp tuyeán tính cuûa caùc vectô u1, u2, …, un

neáu vaø chæ neáu toàn taïi caùc soá R,......,, n21 ααα sao cho

x = nn211 u..........uu 2 ααα 

 Phuï thuoäc tuyeán tính: Caùc vectô u1, u2, ……, un goïi laø phuï thuoäc tuyeán tính neáu vaø
chæ neáu toàn taïi caùc soá R,...,, n21 ααα khoâng ñoàng thôøi baèng 0 sao cho

nn211 u..........uu 2 ααα  = 0

 Ñoäc laäp tuyeán tính: Caùc vectô u1, u2, ……, un goïi laø ñoäc laäp tuyeán tính neáu vaø chæ
neáu : nn211 u..........uu 2 ααα  = 0  0.... n21  ααα
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 Cô sôû: Caùc vectô u1, u2, …, um  goïi laø cô sôû cuûa khoâng gian vectô m neáu vaø chæ

neáu chuùng ñoäc laäp tuyeán tính vaø moïi vectô x m ñeàu laø toå hôïp tuyeán tính cuûa

caùc vectô u1, u2, …, um.

  Tích voâ höôùng Euclide trong m laø tích voâ höôùng ñöôïc ñònh nghóa  nhö sau:

 x = (x1 , x2 ,…, xm) m ,  y = (y1 , y2 ,…, ym) m

                   <x,y>
ÑN

  x1 y1 + x2 y2 + .….+ xm ym

 Chuaån hay ñoä daøi vectô  x,  kyù hieäu x  :  xx,x
ÑN

 Khoâng gian m vôùi tích voâ höôùng nhö treân laø moät khoâng gian Euclide.

 Trong khoâng gian vectô m, caùc vectô coät e1 =
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, …., em =



















1

0
0


 laàn

löôït goïi laø vectô ñôn vò thöù 1, 2, …., m.

4. Heä phöông trình tuyeán tính chuaån

Cho heä phöông trình tuyeán tính
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
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
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
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Heä (I’) goïi laø heä phöông trình tuyeán tính chuaån neáu töø ma traän A, ta coù theå choïn ra
m coät vaø saép xeáp laïi ñeå ñöôïc moät ma traän ñôn vò caáp m.
Ví duï 1

a) Heä












3x7x3x
2x3x15x
1x2x10x

543

542

541

 laø heä phöông trình chuaån vì ma traän

heä soá A =





















73100
315010
210001

 coù caùc coät 1, 2, 3 saép thaønh ma traän ñôn vò.

b) Heä






















mnmnmmm

nnm

nnm

bxaxax

bxaxax
bxaxax









11m

2211m22

1111m11

laø  heä  phöông
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 trình chuaån vì ma traän heä soá A =

























mn1mm

n21m2

n11m1

aa100

aa010
aa001









 coù caùc coät 1,2,…,

m saép thaønh ma traän ñôn vò.

c) Heä












3xxx3x
4x2xx2x3
2xx3xx2

6421

4321

5421

laø heä phöông trình chuaån vì ma traän

heä soá A =
















101031
002123
013012

coù caùc coät 5, 3, 6 saép thaønh ma traän ñôn vò.

 AÅn cô baûn-Nghieäm cô baûn

 Xeùt heä phöông trình chuaån (I’) ôû treân. Khi ñoù, aån öùng vôùi caùc veùctô coät ñôn vò
cuûa ma traän A goïi laø aån cô baûn (aån cô sôû); caùc aån khaùc goïi laø aån khoâng cô baûn.
AÅn cô baûn öùng vôùi vectô ñôn vò thöù  i goïi laø aån cô baûn thöù i. Saép xeáp caùc aån cô
baûn theo thöù töï caùc vectô ñôn vò 1, 2, ..., m  ta ñöôïc heä aån cô baûn. Caàn löu yù laø
nếu có nhiều ẩn ứng với cùng một veùctô coät ñôn vò thì chỉ chọn một ẩn làm aån cô
baûn, caùc aån coøn laïi laø aån khoâng cô baûn.

 Nghieäm cuûa moät heä phöông trình chuaån maø caùc aån khoâng cô baûn ñeàu baèng 0 goïi
laø nghieäm cô baûn. Noùi caùch khaùc, nghieäm cô baûn cuûa moät heä phöông trình
tuyeán tính chuaån laø nghieäm nhaän ñöôïc töø daïng nghieäm toång quaùt khi cho caùc aån
khoâng cô baûn nhaän giaù trò 0.

Ví duï 2

a) Heä phöông trình chuaån :












3xx3x
2x15x2x
1x10x3x

543

432

431

 coù caùc aån cô baûn

thöù 1, 2, 3 laàn löôït laø x1, x2, x5 vaø heä aån cô baûn laø (x1, x2, x5); caùc aån khoâng cô
baûn laø x3, x4. Moät nghieäm cô baûn cuûa heä laø (x1, x2, x3, x4, x5) = (1, 2, 0, 0, -3).

b) Heä phöông trình chuaån












3xxx3x
4x2xx2x3
2xx3xx2

6421

4321

5421

 coù caùc aån cô

baûn thöù 1, 2, 3 laàn löôït laø x5, x3, x6 vaø heä aån cô baûn laø (x5, x3, x6); caùc aån khoâng
cô baûn laø x1, x2, x4. Moät nghieäm cô baûn cuûa heä laø (x1,x2, x3, x4, x5, x6) =
(0,0,4,0,2, 3).

 Pheùp khöû Gauss- Jordan     Xeùt heä phöông trình chuaån
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











3xx3x
1x15xx
2x10xx

542

432

421

 coù caùc aån cô baûn laø x1, x3, x5 vaø heä aån cô baûn

laø (x1, x3, x5); caùc aån khoâng cô baûn laø x2, x4. Nghieäm cô baûn ban ñaàu laø
(x1, x2, x3, x4, x5) = (2, 0, 1, 0, -3).

Ma traän boå sung cuûa heä laø

A  =



















3
1
2

13010
015110
010011

   1312 hh;hh























5
1

2

17001
025101
010011

= A*

Heä phöông trình chuaån öùng vôùi ma traän boå sung  A* coù caùc aån cô baûn
laø x2, x3, x5 vaø heä aån cô baûn laø (x2, x3, x5);  caùc aån khoâng cô baûn laø x1, x4. Nghieäm cô
baûn môùi cuûa heäâ laø (x1, x2, x3, x4, x5) = (0, 2, -1, 0, -5).
Pheùp bieán ñoåi ma traän boå sung nhö treân goïi laø pheùp khöû  Gauss-Jordan vôùi phaàn töû
truïc xoay laø a12. Pheùp khöû naøy bieán coät 2 thaønh coät vectô ñôn vò thay cho coät 1 ñoàng
thôøi giöõ nguyeân hai coät vectô ñôn vò laø coät 3 vaø coät 5, ñöa aån x1 ra khoûi heä aån cô baûn
vaø aån x2 vaøo trong heä aån cô baûn.

5. Khaùi nieäm taäp loài, ñieåm cöïc bieân

 Ñöôøng thaúng, ñoaïn thaúng, sieâu phaúng, nöûa khoâng gian
 Cho hai ñieåm a, b trong khoâng gian Euclide n. Ñöôøng thaúng qua hai ñieåm a, b

laø taäp taát caû caùc ñieåm x trong n coù daïng:

x = a + (1-)b ,   
       Neáu  0    1  thì ta coù ñoaïn thaúng  noái hai ñieåm a vaø b.  Khi ñoù, moïi ñieåm
       x = a +(1-)b vôùi 0 < <1 ñeàu laø ñieåm trong cuûa ñoïan thaúng noái a vaø b.
 Moät sieâu phaúng trong n laø taäp taát caû ñieåm x = (x1 , x2 ,…, xn)  n thoûa maõn

phöông trình tuyeán tính: a1x1 + a2 x2 +…+anxn = ,   , ai  
Trong khoâng gian 2 chieàu sieâu phaúng laø moät ñöôøng thaúng; trong khoâng gian 3
chieàu sieâu phaúng laø moät maët phaúng.
 Moät nöûa khoâng gian ñoùng trong n laø taäp taát caû ñieåm x = (x1, x2 ,…, xn)  n thoûa

maõn baát phöông trình tuyeán tính: a1x1 + a2 x2 +…+anxn   ,   , ai  
 Moät nöûa khoâng gian môû trong n laø taäp taát caû ñieåm x = (x1, x2 ,…, xn)  n thoûa

maõn baát phöông trình tuyeán tính: a1x1 + a2 x2 +…+anxn <  ,   , ai  

 Taäp loài  ( convex set)
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 Taäp C  n ñöôïc goïi laø taäp loài neáu : x, y C , 0    1 x + (1-)y  C. Töùc laø

neáu C chöùa hai ñieåm naøo ñoù thì C phaûi chöùa caû ñoaïn thaúng noái hai ñieåm ñoù.

Ví duï 3
a) Đa giác lồi, hình elip, khối đa diện lồi, khối cầu là caùc taäp loài

           x
                       y

b) Hi ̀nh vành khăn, đa giác lõm, đa diện lõm, đường elip, mặt cầu là caùc taäp khoâng loài

               x

                            y                     x             y

 Ñieåm cöïc bieân  Ñieåm  x*  cuûa taäp C goïi laø ñieåm cöïc bieân neáu trong C khoâng coù
ñoaïn thaúng naøo nhaän x* laø ñieåm trong.

Ví duï 4
a) Hình ña giaùc loài coù caùc ñieåm cöïc bieân chính laø caùc ñænh cuûa noù.
b) Hình ña dieän loài coù caùc ñieåm cöïc bieân chính laø caùc ñænh cuûa noù.
c) Hình elip ñoùng coù caùc ñieåm cöïc bieân laø moïi ñieåm thuoäc ñöôøng bieân cuûa noù.
d) Hình caàu ñoùng coù caùc ñieåm cöïc bieân laø moïi ñieåm thuoäc maët caàu bieân cuûa noù.

Baøi taäp

Baøi 0.1 Cho heä phöông trình chuaån :












3xxx3x
4x2xxx3
2xxx2x2

6531

5321

5431

a) Tìm heä aån cô baûn, noùi roõ thöù töï caùc aån cô baûn.
b) Tìm nghieäm cô baûn ban ñaàu.
c) Tìm hai heä aån cô baûn môùi vaø hai nghieäm cô baûn môùi. ( aùp duïng pheùp khöû Gauss-Jordan)

Baøi 0.2  Chöùng minh raèng soá nghieäm cô baûn cuûa moät heä phöông trình tuyeán tính
chuaån laø höõu haïn.
Baøi 0.3
a) Chöùng minh raèng  giao cuûa hai taäp loài laø moät taäp loài. Suy ra giao cuûa moät soá höõu

haïn taäp loài laø taäp loài.
b) Haõy laáy moät ví duï chöùng toû raèng hôïp cuûa hai taäp loài coù theå khoâng laø moät taäp loài.

Baøi 0.4 Tìm ba nghieäm cô baûn cuûa caùc heä phöông trình sau
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a)












3xx3x
2x15x2x
1x10x3x

543

432

431

 b)












323
422
123

6532

5321

5432

xxxx
xxxx
xxxx

Caâu hoûi traéc nghieäm
( choïn moät trong 4 caâu : A, B, C, D)

Caâu 1

 Cho heä phöông trình tuyeán tính :



















 mnmn2m21m1

n2n222121

n1n212111

bxa....xaxa
...............................................

2bxa....xaxa
1bxa.....xaxa

(I). Goïi A laø

ma traän heä soá vaø A  laø ma traän heä soá boå sung cuûa heä phöông trình (I). Khaúng ñònh
naøo sau ñaây sai?

A) r(A) = r( A )  HPT (I) coù nghieäm .

B) r(A) = r( A ) < n  HPT (I) coù voâ soá nghieäm.

C) r(A) < r( A )   HPT (I) voâ nghieäm.

D) Neáu A laø ma traän vuoâng vaø detA = 0 thì heä (I) voâ nghieäm.

Caâu 2 Khaúng ñònh naøo sau ñaây sai?

A) Moïi heä phöông trình tuyeán tính chuaån ñeàu coù nghieäm.

B) Moïi heä phöông trình tuyeán tính coù soá phöông trình nhieàu hôn soá aån soá ñeàu voâ
nghieäm.

C) Trong moät nghieäm cô baûn cuûa heä phöông trình tuyeán tính chuaån thì moïi aån
khoâng cô baûn ñeàu nhaän giaù trò 0.

D) Soá nghieäm cô baûn cuûa moät heä phöông trình tuyeán tính chuaån höõu haïn.

Caâu 3 Khaúng ñònh naøo sau ñaây sai?

A) Giao cuûa hai taäp loài laø moät taäp loài.

B) Moïi ñieåm bieân cuûa moät taäp loài ñeàu laø ñieåm cöïc bieân.

C) Moïi ñieåm cöïc bieân cuûa moät taäp loài ñeàu laø ñieåm bieân.

D) Moïi ña giaùc loài ñeàu laø taäp loài.

Caâu 4 Khaúng ñònh naøo sau ñaây sai?

A) Giao cuûa moät soá höõu haïn taäp loài laø taäp loài.

B) Trong khoâng gian, moïi ña dieän loài ñeàu laø taäp loài.

C) Trong khoâng gian, moïi ñænh cuûa ña dieän loài ñeàu laø ñieåm cöïc bieân.

D) Maët caàu laø taäp loài.



 

 

 

 

 

 

 

Quy hoaïch Tuyeán tính 11

Chöông 1

BAØI TOAÙN QUY HOAÏCH TUYEÁN TÍNH
Sô ñoà sau ñaây cho bieát caáu truùc logic cuûa chöông 1 vaø yeâu caàu toái thieåu ñoái vôùi sinh
vieân laø phaûi laøm ñöôïc taát caû caùc vieäc chæ ra trong sô ñoà.

Baøi toaùn thöïc teá

Laäp moâ hình toaùn
hoïc ta ñöôïc baøi
toaùn QHTT (P)

Ñöa baøi toaùn (P) veà
baøi toaùn daïng chính
taéc Daïng chuaån

Giaûi baøi toaùn daïng
chuaån baèng phöông
phaùp ñôn hình

Suy ra keát quaû baøi
toaùn (P)

Suy ra keát quaû baøi
toaùn thöïc teá

Neáu (P) chæ coù 2 aån
thì coù theå giaûi (P)
baèng phöông phaùp

hình hoïc
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§ 1. CAÙC  VÍ  DUÏ  DAÃN  ÑEÁN  BAØI  TOAÙN QUY  HOAÏCH
TUYEÁN  TÍNH-LAÄP MOÂ HÌNH TOAÙN HOÏC

Trong baøi naøy, thoâng qua moät soá baøi toaùn cuï theå, baïn seõ hoïc caùch phaân tích ñònh tính
vaø ñònh löôïng roài töø ñoù laäp moâ hình toaùn hoïc cho moät soá vaán ñeà thöïc teá.

1.1. Caùc ví duï

Ví duï 1 ( baøi toaùn laäp keá hoạch saûn xuaát )

Moät xí nghieäp coù 3000 ñôn vò nguyeân lieäu loaïi A, 5000 ñôn vò nguyeân lieäu loaïi B,
2000 ñôn vò nguyeân lieäu loaïi C. Caùc nguyeân lieäu treân duøng ñeå saûn xuaát 4 loaïi haøng
hoùa : I, II, III, IV. Ñònh möùc nguyeân lieäu caàn thieát vaø lôïi nhuaän khi saûn xuaát moät ñôn
vò saûn phaåm moãi loaïi ñöôïc cho trong baûn sau ñaây:

I II III IV

A 12 5 15 6

B 14 8 7 9

C 17 13 9 12

Lôïi nhuaän 5 8 4 6

Haõy laäp moâ hình baøi toaùn xaùc ñònh phöông aùn saûn xuaát ñaït lôïi nhuaän cao nhaát.

Giaûi

Goïi x1, x2, x3, x4 laàn löôït laø soá ñôn vò saûn phaåm loaïi I, II, III, IV  caàn saûn xuaát.  Theo
ñeà baøi ta coù:
Tổng lôïi nhuaän cao nhaát: 5x1 + 8x2 + 4x3 + 6x4 max
Löôïng nguyeân lieäu tieâu thuï khoâng vöôït quaù soá löôïng nguyeân lieäu hieän coù:

2000x12x9x13x17
5000x9x7x8x14
3000x6x15x5x12

4321

4321

4321













 0x,0x,0x,0x:aâm khoângloaïimoãi phaåmsaûnvòñônSoá 4321 

Neáu saûn phaåm laø thaønh phaåm nhö baøn, gheá, quaàn aùo, taøu, xe, maùy moùc,..thì caàn
coù theâm ñieàu kieän soá saûn phaåm laø soá nguyeân.

Toùm laïi ta coù baøi toaùn
Tìm (x1, x2, x3, x4) sao cho thoûa maõn:
                  (1)     f(x1, x2, x3, x4) =  5x1 + 8x2 + 4x3 + 6x4 max

                  (2)
2000x12x9x13x17

5000x9x7x8x14
3000x6x15x5x12

4321

4321

4321













                  (3) 0x,0x,0x,0x 4321  ( coù theå caàn theâm ñieàu kieän nguyeân)
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Ví duï 2 (baøi toaùn caét vaät lieäu )

Moät coâng ty may maëc caàn saûn xuaát 5000 quaàn vaø ít nhaát 3000 aùo. Moãi taám vaûi coù 6
caùch caét vôùi soá löôïng quaàn aùo töông öùng ñöôïc cho trong baûng sau:

Caùch caét Quaàn AÙo
1 90 35
2 80 55
3 70 70
4 60 90
5 120 0
6 0 100

Haõy laäp moâ hình baøi toaùn tìm phöông aùn caét quaàn aùo sao cho toång soá taám vaûi söû
duïng laø ít nhaát?

Giaûi

Goïi x1, x2, …, x6 laàn löôït laø soá taám vaûi caét theo caùch 1, 2,…, 6. Theo ñeà baøi ta coù :

 Toång soá taám vaûi söû duïng laø ít nhaát :  x1+ x2+ …+ x6 min

 Yeâu caàu cần sản xuất 5000 quaàn  :  90x1 + 80x2 + 70x3 + 60x4 +120x5 = 5000

 Yeâu caàu cần sản xuất  ít nhất 3000 aùo : 35x1 + 55x2 + 70x3 + 90x4 +100x6  3000

 Soá taám vaûi söû duïng cho moãi caùch caét khoâng aâm vaø nguyeân vì moãi caùch caét caàn söû
duïng soá nguyeân taám vaûi: x1 0, x2 0, …, x6  0  vaø nguyeân.

Toùm laïi ta coù baøi toaùn
Tìm (x1, x2, …, x6) sao cho thoûa maõn:

(1)     f(x1, x2, …, x6) = x1+ x2+ …+ x6 min

                  (2)







300010090705535
500012060708090

64321

54321

xxxxx
xxxxx

       (3)    x1 0 , x2 0, …, x6  0 vaø nguyeân

Ví duï 3  (baøi toaùn dinh döôõng )

Ñeå nuoâi moät loaïi gia suùc trong moät ngaøy (24 giôø)  caàn coù khoái löôïng toái thieåu caùc
chaát ñaïm, ñöôøng vaø chaát khoaùng töông öùng laø 180 gam, 120 gam vaø 60 gam. Treân
thò tröôøng hieän coù baùn 3 loaïi thöùc aên A , B, C vôùi tyû leä  caùc chaát trong moät kg thöùc aên
ñöôïc cho trong baûng sau ( ñôn vò laø gam) :

Chaát boå
Thöùc aên

Ñaïm Ñöôøng Khoùang

A 10 30 2
B 20 40 1
C 25 20 3
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Bieát chi phí ñeå mua moãi kg thöùc aên A, B, C töông öùng laø 3000 ñoàng, 5000 ñoàng,
3500 ñoàng. Haõy laäp moâ hình baøi toaùn tìm phöông aùn mua thöùc aên caùc loaïi A, B, C
sau cho ñaûm baûo ñöôïc nhu caàu dinh döôõng toái thieåu vôùi chi phí thaáp nhaát.

Giaûi

Goïi x1, x2, x3 laàn löôït laø löôïng thöùc aên A, B, C caàn mua (ñôn vò laø kg).  Theo ñeà baøi
ta coù:
Tổng chi phí thaáp nhaát  : 3000x1 + 5000x2 + 3500x3 min

Baûo ñaûm nhu caàu dinh döôõng toái thieåu :












60x3xx2
120x20x40x30
180x25x20x10

321

321

321

 aâm khoângmuacaànloaïimoãiaênthöùclöôïngSoá : 0x,0x,0x 321 

Toùm laïi ta coù baøi toaùn
Tìm (x1, x2, x3) sao cho thoûa maõn:
                  (1)     f(x1, x2, x3) = 3000x1 + 5000x2 + 3500x3 min

                  (2)












60x3xx2
120x20x40x30
180x25x20x10

321

321

321

                (3) 0x,0x,0x 321 

Ví duï 4  (baøi toaùn vaän taûi)
Coù m nôi A1, A2,…,Am cung caáp moät loaïi maët haøng naøo ñoù vôùi khoái löôïng töông öùng
laø a1, a2,…, am. Cuøng luùc ñoù coù n nôi B1, B2,…, Bn tieâu thuï loaïi haøng ñoù vôùi khoái löôïng
yeâu caàu töông öùng laø b1, b2,…, bn (ñôn vò khoái löôïng tính baèng taán). Ta goïi Ai laø ñieåm
phaùt haøng thöù  i  mii ,  vaø Bj laø ñieåm thu haøng thöù j  nj ,1 .

Giaû söû toång löôïng haøng caàn phaùt ñi ôû caùc ñieåm phaùt baèng toång löôïng haøng thu veà ôû
caùc ñieåm thu    ji ba , töùc laø baøi toùan caân baèng thu phaùt.

Cho bieát chi phí chuyeân chôû moät taán haøng töø Ai ñeán Bj laø cij ñoàng. Ma traän
 

nmij
cC


  goïi laø ma traän cöôùc phí.

Haõy laäp keá hoaïch vaän chuyeån töø moãi ñieåm phaùt ñeán moãi ñieåm thu bao nhieâu taán
haøng ñeå:

- Caùc ñieåm phaùt ñeàu phaùt heát haøng.
- Caùc ñieåm thu ñeàu nhaän ñuû haøng yeâu caàu.
- Toång cöôùc phí phaûi traû laø ít nhaát.

Giaûi
 Phaân tích baøi toaùn:  Ñaët xij laø soá taán haøng chuyeån töø Ai ñeán Bj.

a) Taát nhieân  njmixij ,1,,10 
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b) Toång löôïng haøng phaùt ñi töø Ai ñeán taát caû caùc Bj laø:





n

j
ijinijii xxxxx

1
21 ......

Vì caùc ñieåm phaùt phaûi phaùt heát haøng neân ta coù : 


n

j
ijx

1
= ai  mi ,1

c) Toång löôïng haøng thu veà Bj töø taát caû caùc Ai laø:





m

i
ijmjijjj xxxxx

1
21 ......

Vì caùc ñieåm thu phaûi thu ñuû  haøng neân ta coù : 


m

1i
ijx = bj  nj ,1

d) Toång cöôùc phí phaûi traû: 
 

m

1i

n

1j
ijijxc .  Toång naøy caøng nhoû caøng toát.

Töø caùc phaân tích treân, ta coù moâ hình baøi toaùn:
(1)   min

i j
ijij xcxf

(2)
 

 




















m

1i
jij

n

1j
iij

n,1ibx

m,1iax

(3)  njmixij ,1;,10 

Ví duï 5  ( baøi toaùn  kieåm soaùt oâ nhieãm)

Moät coâng ty cement saûn xuaát moãi naêm 2.500.000 thuøng cement. Khi saûn xuaát moãi
thuøng cement sinh ra 2 kg buïi. Coâng ty ñöôïc yeâu caàu söû duïng thieát bò loïc buïi: thieát
bò A loïc ñöôïc 1,5  kg buïi/thuøng cement, chi phí hoïat ñoäng laø 1.400 ñoàng/thuøng; thieát
bò B loïc ñöôïc 1,8  kg buïi/thuøng cement, chi phí hoïat ñoäng laø 1.800 ñoàng/thuøng .
Coâng ty ñöôïc yeâu caàu phaûi giaûm bôùt ít nhaát 4.200.000 kg buïi moãi naêm. Hoûi coâng ty
neân söû duïng moãi loaïi thieát bò loïc nhö theá naøo ñeå ñaït yeâu caàu  vaø chi phí thaáp nhaát?
Haõy laäp moâ hình toaùn hoïc cuûa baøi toaùn naøy.

Giaûi
Goïi x, y laàn löôït laø soá thuøng cement söû duïng thieát bò loïc buïi A, B moãi naêm. Theo ñeà
baøi ta coù:
 Tổng chi phí thaáp nhaát: 1.400x +1.800y min.
 Soá thuøng cement coù söû duïng thieát bò loïc buïi khoâng vöôït qua soá thuøng cement

saûn xuaát : x + y  2.500.000
 Coâng ty ñöôïc yeâu caàu phaûi giaûm bôùt ít nhaát  4.200.000  kg buïi moãi naêm:

1,5x + 1,8y  4.200.000
 Soá thuøng cement coù söû duïng thieát bò loïc buïi moãi loaïi khoâng aâm: x 0, y  0
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Toùm laïi ta coù baøi toaùn
(1) f(x,y) = 1.400x +1.800y min

(2)







000.200.4y8,1x5,1
000.500.2yx

(3) x 0, y  0
Ví duï 6 (Baøi toaùn laäp keá hoaïch saûn xuaát)
Haõy laäp moâ hình toaùn hoïc cuûa baøi toaùn sau ñaây.

Moät coâng ty may maëc kyù hôïp ñoàng giao cho khaùch haøng 260.000 boä quaàn aùo trong
thôøi gian 1 thaùng. Coâng ty coù ba xí nghieäp A, B, C vaø quaàn aùo phaûi ñöôïc saûn xuaát vaø
ñoùng goùi thaønh boä taïi moãi xí nghieäp. Naêng löïc saûn xuaát trong moät thaùng vaø chi phí
saûn xuaát ñoái vôùi moãi boä quaàn aùo cuûa caùc xí nghieäp trong thôøi gian thöôøng trong thôøi
gian taêng ca ñöôïc cho trong baûng sau:

Xí nghieäp A Xí nghieäp B Xí nghieäp CXí nghieäp

Thôøigian SX

Naêng löïc
saûn xuaát

Chi phí Naêng löïc
saûn xuaát

Chi phí Naêng löïc
saûn xuaát

Chi phí

Thôøi gian
thöôøng

90.000
boä/thaùng

73.000
ñoàng/boä

50.000
boä/thaùng

74.500
ñoàng/boä

80.000
boä/thaùng

74.000
ñoàng/boä

Thôøi gian
taêng ca

40.000
boä/thaùng

74.200
ñoàng/boä

22.000
boä/thaùng

75.500
ñoàng/boä

35.000
boä/thaùng

75.000
ñoàng/boä

Bieát raèng soá boä quaàn aùo saûn xuaát taïi hai xí nghieäp B vaø C phaûi ít nhaát laø 156.000 boä.
Hoûi phaûi phaân coâng saûn xuaát cho caùc xí nghieäp nhö theá naøo ñeå hoaøn thaønh hôïp ñoàng
vôùi chi phí thaáp nhaát.

Giải
Goïi: 21 , xx  laàn löôït laø soá boä quaàn aùo saûn xuaát trong thôøi gian thöôøng vaø thôøi gian taêng
ca taïi xí nghieäp A trong moät thaùng; 21 , yy  laàn löôït laø soá boä quaàn aùo saûn xuaát trong
thôøi gian thöôøng vaø thôøi gian taêng ca taïi xí nghieäp B trong moät thaùng; 21 , zz  laàn löôït
laø soá boä quaàn aùo saûn xuaát trong thôøi gian thöôøng vaø thôøi gian taêng ca taïi xí nghieäp C
trong moät thaùng.
Ta coù:
 Toång chi phí saûn xuaát beù nhaát:

 21 200.74000.73 xx  21 500.75500.74 yy min000.75000.74 21  zz

 Caàn saûn xuaát ñuû 260.000 ñeå giao cho khaùch haøng:
 21 xx  21 yy 000.26021  zz

 Soá boä quaàn aùo saûn xuaát phaûi khoâng aâm vaø nguyeân: 01 x  vaø 1x  nguyeân, 02 x
vaø 2x  nguyeân, 01 y  vaø 1y  nguyeân, 02 y  vaø 2y  nguyeân, 01 z  vaø 1z  nguyeân,

02 z  vaø 2z  nguyeân.
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 Soá boä quaàn aùo saûn xuaát trong thôøi gian thöôøng vaø thôøi gian taêng ca taïi moãi xí
nghieäp khoâng vöôït quaù naêng löïc saûn xuaát cuûa xí nghieäp ñoù: 000.901 x ,

000.402 x , 000.501 y , 000.222 y , 000.801 z , 000.352 z .

 Soá boä quaàn aùo saûn xuaát taïi hai xí nghieäp B vaø C phaûi ít nhaát laø 156.000 boä:
 21 yy 000.15621  zz

Toùm laïi ta coù moâ hình baøi toaùn laø tìm 21 , xx , 21 , yy , 21 , zz  sao cho:
(1)  21 200.74000.73 xx  21 500.75500.74 yy min000.75000.74 21  zz

(2)




















000.560
000.35;000.80
000.22;000.50
000.40;000.90

000.260

2121

21

21

21

212121

zzyy
zz
yy
xx
zzyyxx

(3) 01 x , 02 x , 01 y , 02 y , 01 z , 02 z  vaø 1x , 2x , 1y , 2y , 1z , 2z  nguyeân

Ví duï 7 (Baøi toaùn laäp keá hoaïch saûn xuaát)

Haõy laäp moâ hình toaùn hoïc cuûa baøi toaùn sau ñaây.

Moät coâng ty may maëc caàn saûn xuaát 3 loaïi saûn phaåm may maëc laø A, B, C vaø moãi saûn
phaåm naøy ñeàu phaûi qua 3 coâng ñoaïn laø coâng ñoaïn 1, coâng ñoaïn 2, coâng ñoaïn 3.
Chi phí saûn xuaát trung bình (goàm taát caû chi phí nhö nguyeân lieäu, nhaân löïc,…) ñoái
vôùi moãi saûn phaåm, giaù baùn töông öùng cuûa moãi saûn phaåm, toång soá giôø lao ñoäng öùng
vôùi moãi coâng ñoaïn maø coâng ty coù ñöôïc trong moät tuaàn vaø ñònh möùc tieâu hao soá giôø
lao ñoäng cuûa moãi saûn phaåm öùng vôùi moãi coâng ñoaïn ñöôïc cho trong baûng sau:

Ñònh möùc tieâu hao soá giôø lao
ñoäng cuûa moãi  saûn phaåm öùng

vôùi moãi coâng ñoaïn

A B C

Toång soá giôø lao ñoäng
öùng vôùi moãi coâng

ñoaïn maø coâng ty coù
ñöôïc trong 1 tuaàn

Coâng ñoaïn 1 3 2,5 2 350 giôø (CÑ1)

Coâng ñoaïn 2 5 3 5 650 giôø (CÑ2)

Coâng ñoaïn 3 4 2 3 400 giôø (CÑ3)
Chi phí saûn xuaát trung

bình moãi saûn phaåm
$6 $5,5 $5

Giaù baùn moãi saûn
phaåm

$11 $9 $8,5

Bieát caùc saûn phaåm saûn xuaát ra ñeàu coù theå baùn heát vôùi ñieàu kieän soá saûn phaåm A
khoâng ñöôïc vöôït quaù  toång cuûa soá saûn phaåm B vaø C. Hoûi moãi tuaàn coâng ty caàn saûn
xuaát moãi loaïi saûn phaåm laø A, B, C vôùi soá löôïng töông öùng bao nhieâu ñeå lôïi nhuaän
trung bình lôùn nhaát?
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Giải
Gọi zyx ,,  là số sản phẩm loại A, B, C mà công ty cần sản xuất mỗi tuần.

Lợi nhuận lớn nhất: max)55,8()5,59()611(),,(  zyxzyxf

Số giờ lao động sử dụng mỗi công đoạn không vượt quá tổng số giờ lao động
mỗi công đoạn mà công ty có được trong 1 tuần:

Coâng ñoaïn 1: 35025,23  zyx

Coâng ñoaïn 2: 650535  zyx

Coâng ñoaïn 3: 400324  zyx

Số sản phẩm loại A không vượt quá tổng số sản phẩm loại  B và C: zyx 

Số sản phẩm mỗi loại không âm và nguyên: 0,0,0  zyx  và zyx ,,  nguyên

Tóm lại ta có mô hình  bài toán là là tìm các số zyx ,,  sao cho:

(1) max5,25,35),,(  zyxzyxf

(2)
















zyx
zyx
zyx
zyx

400324
650535
35025,23

          (3) 0,0,0  zyx  và zyx ,,  nguyên

1.2. Quy tắc vàng khi lập mô hình toán học bài toán thực tế và khái niệm
tối ưu:

Mỗi ý diễn đạt bằng ngôn ngữ thông thường phải được diễn đạt tương đương

bằng ngôn ngữ toán học. Ngôn ngữ thông thường đôi khi bất định (không

tường minh, không rõ ràng, mờ, ngẫu nhiên,…) nên khi lập mô hình cần chú ý

đến yếu tố này (định tính, định lượng,…).

Cuộc sống luôn nảy sinh những vấn đề (bài toán) cần giải quyết. Mỗi khi giải

quyết một vấn đề, sau khi đã tìm ra một phương án, chúng ta thường hài lòng

ngay với phương án vừa tìm được, mà ít nghĩ rằng vấn đề còn có thể giải

quyết bằng phương án khác tốt hơn. Như vậy, khi tìm phương án để giải

quyết một vấn đề, chúng ta phải tìm phương án tốt nhất (nếu có thể). Phương

án tốt nhất để giải quyết một vấn đề với một số điều kiện, ràng buộc cho

trước gọi là phương án tối ưu.
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Mỗi vấn đề cần giải quyết luôn nằm trong một  hệ thống nhất định. Bản thân

hệ thống này lại nằm trong hệ thống khác lớn hơn gồm nhiều hệ thống nhỏ.

Các hệ thống này chịu sự  tương tác ảnh hưởng lẫn nhau theo các chiều

không gian và thời gian. Hơn nữa, mỗi vấn đề lại chứa đựng bên trong nó

những hệ thống nhỏ hơn và chúng cũng chịu sự tương tác ảnh hưởng lẫn

nhau. Do đó, để bảo đảm vấn đề mà chúng ta quan tâm được giải quyết một

cách chính xác, chúng ta cần phải chú ý đến tất cả những mối liên hệ và ảnh

hưởng nêu trên.

1.3. Moät soá böôùc cô baûn ñeå laäp moâ hình toaùn hoïc vaø giaûi baøi toaùn thöïc teá

 Böôùc 1   Xaây döïng moâ hình ñònh tính cho vaán ñeà thöïc teá; töùc laø xaùc ñònh caùc
yeáu toá, yù nghóa vaø qui luaät maø chuùng phaûi tuaân theo. Noùi caùch khaùc laø phaùt bieåu
moâ hình baèng lôøi hay bieåu ñoà caùc ñieàu kieän kinh teá, kyõ thuaät, töï nhieân, xaõ hoäi,
caùc muïc tieâu caàn ñaït ñöôïc,....

 Böôùc 2  Dieãn taû laïi döôùi daïng ngoân ngöõ toaùn hoïc moâ hình ñònh tính ôû treân ñeå
ñöôïc moâ hình toaùn hoïc cuûa vaán ñeà ñang xeùt. ÔÛ böôùc naøy, ta choïn caùc bieán phuø
hôïp ñaëc tröng cho caùc yeáu toá hoaëc caùc ñaïi löôïng ñang xeùt vaø thieát laäp caùc
phöông trình, baát phöông trình veà moái lieân heä giöõa chuùng.

 Böôùc 3 Khaûo saùt vaø giaûi baøi toaùn coù ñöôïc ôû böôùc 2 :

 Söû duïng caùc coâng cuï toaùn hoïc phuø hôïp vaø cuï theå hoùa baèng thuaät
toaùn.

 Neáu kích thöôùc baøi toaùn lôùn khoâng theå giaûi baèng tay thì phaûi söû
duïng maùy tính vaø phaàn meàm phuø hôïp.

 Tieán haønh tính toaùn ñeå cho ra keát quaû.

 Böôùc 4    Phaân tích vaø kieåm ñònh  laïi keát quaû coù ñöôïc ôû böôùc 3. Trong böôùc naøy,
caàn phaûi xaùc ñònh möùc ñoä phuø hôïp cuûa moâ hình vaø keát quaû tính toaùn vôùi baøi toaùn
thöïc teá. Coù theå xaûy ra moät trong hai khaû naêng sau:

Khaû naêng 1: Moâ hình vaø keát quaû tính toaùn phuø hôïp vôùi thöïc teá. Khi ñoù ta caàn laäp
baûng toång keát ghi roõ caùch ñaët vaán ñeà, caùc böôùc phaân tích laäp moâ hình, caùc soá lieäu,
thuaät toaùn vaø phaàn meàm söû duïng,.... (laäp baûng toång keát seõ thuaän tieän cho vieäc phaûn
bieän, trieån khai thöïc hieän, kieåm tra ñaùnh giaù, hieäu chænh .....).

Khaû naêng 2: Moâ hình vaø keát quaû tính toaùn khoâng phuø hôïp vôùi thöïc teá. Khi ñoù, ta caàn
kieåm tra laïi toaøn boä ñeå tìm ra caùc nguyeân nhaân. Caùc nguyeân nhaân thöôøng gaëp laø:

 Moâ hình ñònh tính chöa phaûn aùnh ñuùng vaø ñaày ñuû thöïc teá. Caàn xem xeùt laïi
caùch ñaët vaán ñeà vaø caùc böôùc phaân tích ñeå ñi ñeán moâ hình naøy.


